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1. Hydrostatik

1.1.  Druck und Hydrostatik

Unter dem Druck (auch Absolutdruck benannt) versteht man den Quotient aus Normal-
kraft F, und gedruckter Flache A. Obwohl der Druck eine skalare GroRe ist, wird er oft aus
didaktischen Grunden durch eine grofere Anzahl kleinerer Pfeile dargestellt.

Fn
p=—
A

Der Druck in einem ruhenden System (ohne innere Stromungsgeschwindigkeiten) ist rich-
tungsunabhangig, d.h. nach allen Richtungen gleich grof3. Um das zu verstehen, soll man
das Fluid als Summe aller Teilchen verstehen, die miteinander und gegen die Wande sto-
Ren. Der Druck auf die Wande ist die Folge dieser Stol3e. Da die Teilchenbewegung chao-
tisch erfolgt, ist der Druck richtungsunabhangig.

Die SI-Einheit fur den Druck heil3t Pascal (Pa). Anderen Einheiten und deren Beziehungen
zueinander sind unten vorgestellt

1.Pa= 1.% 1.bar = 10°-Pa
m
1-mbar = 100-Pa 1-mmpyoo = 9.81-Pa
1 1.01325.10°
1-mmyg = 1-Torr = ——-atm = —————Pa = 1.333224 -mbar
760 760

Hydrostatik
Die Hydrostatik (Teilgebiet der Hydromechanik) ist die Lehre vom Gleichgewicht der Krafte

in ruhenden, inkompressiblen Flussigkeiten. Alle weiter unten vorgestellten Begriffe, Ge-
setze und Anwendungen gehoren zur Hydrostatik.

1.1.1. Unter- und Uberdruck

Als Uberdruck p; wird die Differenz zwischen dem Druck im System und dem Umge-
bungsdruck po oder py bezeichnet.

Unter dem Unterdruck p, versteht man die Differenz zwischen dem Umgebungsdruck
und dem Druck im System.
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1.1.2. Kolbendruck und Schweredruck

Ubt man auf den Kolben eine Kraft F aus, so wird das eingeschlossene Fluid in einem
homogenen Presszustand versetzt. Der so entstehende Druck heif3t auch Kolbendruck.

Druckfortpflanzungsgesetz von Pascal: Der Druck pflanzt sich gleichmaRig durch das
eingeschlossene Fluid fort.

Vernachlassigt man den durch Schwerkraft hervorgerufenen Schweredruck, so ist der
Kolbendruck p im Innern des Fluids und an den Begrenzungswanden uberall gleich
grof3.

Man beachtet nun auch den Anteil der Schwerkraft. Der Umgebungsdruck po pflanzt sich
durch das Fluid gleichmaRig fort. Der Schweredruck uUberlagert sich dem Umgebungs-
druck. Die GrofRe des Schweredruckes ps hangt nur von der Tiefe h ab.

< RREAR
%
rg= pg:h I f e
dF |9A
S -
¥z

Um das zu beweisen, wird das Kraftegleichgewicht fur das Fluidelement mit der Grundfla-
che dA und H6he h geschrieben:

dG = dF

dv h-dA
p-g-dV = ps-dA Ps=pQ——=pQ—— =

.a-h
dA an P9
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1.1.3. Hydrostatischer Druck

In Punkten gleicher Tiefe in ruhenden Fluiden herrscht der gleiche Druck, der auch als
hydrostatischer Druck benannt wird. Die Druckverteilung ist unabhangig von der Form
oder von der GrolRe des Behalters, der das System umringt.

Der hydrostatische Druck ist somit der Gesamtdruck in einer Tiefe h. Fir einen offenen
Behalter gilt

Pgesamt = Po+Ps=Po+pgh
und flr einen geschlossenen Behalter
Pgesamt = P+Ps=p+p-g-h

Im Falle von Gasen wird Ublicherweise der Anteil des Schweredruckes fur den hydrostati-
schen Druck vernachlassigt, da die Dichte des Gases (vergleichbar mit der von Flussigkei-
ten) zu gering ist. Das gleiche gilt aber auch fur Flissigkeiten, die unter sehr grof3en Kol-
bendruck stehen.

1.2. Anwendungen

1.2.1. Zwei nichtmischende Flussigkeiten in einem GefaR

Wenn zwei nichtmischende Flussigkeiten in ein Gefal® gegossen werden, werden sie sich
nach einer gewissen Zeit trennen, so dass diejenige mit der groleren Dichte unten auf
dem Gefallboden liegen wird. Der Grund daflr ist, dass gleich groRe Volumina beider
Fllssigkeiten unterschiedliches Gewicht aufweisen, und damit das Volumen mit dem groR-
ten Gewicht nach unten dringt bzw. fallt.

1.2.2. Hydraulische Presse

Jede hydraulische Presse hat zwei kommu-
nizierende Arbeitszylinder. Auf dem Kolben A F,
des Zylinders 2 (mit dem kleinen Durchmes-

ser) wird die Kraft F, ausgeubt. Diese Kraft

wird durch das Verhaltnis der Zylinderquer-

schnitte verstarkt, so dass die auf dem Kol- A
ben des Zylinders 1 wirkende Kraft I

. - (|

5 el g----N .
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Man beachte, dass in der punktierten Ebene der Druck uberall gleich grof3 ist (wobei der
Einfluss des Schweredruckes in den Zylindern als unbedeutend klein gegentber den wir-
kenden Kraften vernachlassigt wurde). Man beachte, dass die Kolbenhube unterschiedlich
sind. Die Beziehung zwischen den Hiben kann man flr den Fall einer inkompressiblen
Flussigkeit herleiten, wenn das von Zylinder 2 verdrangtes Volumen gleich dem im Zylin-
der 1 eingedrungenen Volumen setzt.

1.2.3. Kommunizierende Gefale, Standglas

Da der Druck in jeder waagerechten Ebene
gleich grof} ist, wird der Stand einer homo-
genen Flussigkeit in den kommunizierenden
Gefalien gleich hoch sein.

Fir den Fall von zwei nicht mischenden
Flussigkeiten (s. Bild) gilt das nicht mehr.
Die Beziehung der FlUssigkeitsstande in den
Schenkeln hangt von der Dichte der Flus-
sigkeiten ab. In der Ebene A-A gilt

Po+ p1-9-h1 = po+ p2-g-hy

. hy P2
somit = —

hy  p1

1.2.4. Druckkrafte auf GefaBboden = hydrostatisches Paradoxon

Weil der hydrostatische Druck (in einer homogenen Flussigkeit) nur von der Tiefe abhangt,
ist der Druck auf Gefallbdéden unabhangig von der Gefallgestaltung.

Mégliches Experiment”:

Die Glasgefalle in dem dargestellten Versuch haben alle die gleiche Grundflache. Steckt
man sie in die skizzierte Anordnung, so werden sie durch eine Gummimembran ver-
schlossen. Fullt man Wasser in die Gefalle, so erfahrt die Membran eine Kraft, die Uber
einen Hebel (gelb mit Marken) durch ein verschiebbares Laufgewicht ausgeglichen wer-
den kann.

Beim Einfullen des Wassers in das jeweilige Gefal® nimmt die Bodenkraft mit der Fullhdhe
zu. Das Merkwurdige ist aber, dass unabhangig von der Gefaliform die Bodenkraft nur von
der Fullhohe abhangt. Dies wurde friher als das hydrostatische Paradoxon bezeichnet.

' Quelle http://www.physik.uni-muenchen.de/leifiphysik/web_ph08/versuche/14paradoxon/paradoxon.htm
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Fir einen ebenen Gefalkdeckel F=pgA

Fur einen gewdlbten GefalRdeckel

F= J cos(a) dF = J cos(a)-p g dA = J P 6 dA proj = P A proj
A A A

04.12.2011 8
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1.2.6. Seitendruckkraft

Die auf die Flache A des Deckels wirkende Kraft F ergibt sich aus dem Druck am Fla-
chenschwerpunkt und dem Flacheninhalt.

F = J pydA = p-g-J hdA = p-g-cos(a)-J zdA = p-g-cos(a)-zS-A =p-g-hssA=pgs-A
A A A

Die Kraft F greift wegen der ungleichférmigen Druckverteilung nicht im Flachenschwer-
punkt S sonder im Druckmittelpunkt D an. Die Koordinaten des Druckmittelpunktes erge-
ben sich aus dem Momentensatz. Beispielweise resultiert fur die z-Achse

zp-F = J zdF d.h. zD-p-g-cos(a)-zs-A = p-g-cos(a)-J z-zdA
A A
J zsz
70 = A _ I x
P Zg-A Zg-A

wobei Iy das Flachentragheitsmoment von A bezogen auf die x-Achse (= Spiegel-
schnittlinie) darstellt. Mit Hilfe des Steinerschen Satzes ergibt sich

kK s+ Azs? ks
= = ZS +
Zg-A zg-A zg-A

ZD =

wobei Iys das Flachentragheitsmoment bezogen auf eine Parallele zur x-Achse durch
Flachenschwerpunkt ist.

04.12.2011 9



Prof. Dr.-Ing. Victor Gheorghiu TTS

1.2.7. Aufwartsgerichtete Vertikaldruckkraft

Fo

1) Fall eines seitlichen Deckels unter der Oberflache.

Fv=pvAp=p0ghAp

F, ist offensichtlich identisch mit dem Gewicht einer oberhalb
des Deckels (D) gedachten Flussigkeitssaule von der Hohe h
und der Grundflache Ap.

2) Fall eines Uferrandes.

A

V st das oberhalb der gedrickten Flache gedachte Flussig-
keitsvolumen bis zur Spiegelhdhe. Die Wirkungslinie geht
durch den Schwerpunkt S des gedachten Volumens V.

1.2.8. Statischer Auftrieb

Fo

Man betrachte einen vollstandig in einer \d
Flussigkeit eingetauchten Korper. —

Aufgrund der hydrostatischen Druckvertei-
lung ist der Druck an der Kdrper-Unterseite
groler als an der Oberseite. Daraus resul-
tiert eine vertikal (nach z-Achse) gerichtete
Kraft = der statische Antrieb.

dF; = p2-dA2-cos(,B) - pl-dAl-cos(a)
dF; = (p2-p1)-dA = p-g-h-dA

Die Integration liefert

Fz=p0V=Fa

wobei p die Dichte der Flussigkeit ist!!!

Archimedisches Prinzip: Der Auftrieb F, ist gleich dem Gewicht der verdrangten
Flussigkeit.

Dieser Satz gilt auch fur Gase.
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1.2.9. Schwimmen und Schweben

Die Gleichgewichtsbedingung fur Pa
Schwimmen und Schweben ist

||q

FA=G

Man beachte, dass die Archimedische Kraft
im Schwerpunkt der verdrangten FlUssigkeit
und die Gewichtskraft im Schwerpunkt des
Kdrpers angreifen.

1.2.10. Stabilitat von schwimmenden und schwebenden Korpern

Im Falle der Storung der stabilen Lage eines schwimmenden oder schwebenden Korpers
kann das Kraftepaar (von Archimedes und das Gewicht):

a) entweder gegen diese Stérung mit einem Moment wirken
b) oder mit der Stérung, d.h. das Stormoment noch verstarken.

Der Fall a) trifft nur ein, wenn der Schwerpunkt der verdrangten Flussigkeit (d.h. der An-
griffspunkt der Archimedischen Kraft) gegenuber dem Schwerpunkt des Kdrpers wahrend
seiner Neigung derart wandert, dass ein dem Stormoment entgegengerichtetes Drehmo-
ment entsteht (s. Bild).
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Beispiel 1 zu §1.3.3.3.4 = Aufgabe 2 aus TTS-Klausur vom 27.01.04 (10 Punkte)

3
M~ onthat MK = 20-K9 | it mit ei-

ner Temperatur =27 OC. Der Druck im Windkessel wird mit einem offenen U-
Rohr-Manometer gemessen, das mit Quecksilber gefullt ist. Der auf3ere Luftdruck

betragt Pu=1-bar

Temperatur der Umgebung tu

Ein Windkessel mit dem Volumen VK =10

. Die Temperatur des Quecksilbers im U-Rohr entspricht der
:=10-°C

Welche Héhendifferenz 4N in m wird am Manometer abgelesen?

Hinweise:
Die Luft kann mit guter Naherung als Idealgas betrachtet werden.
Die Temperaturabhangigkeit der Dichte des Quecksilbers ist gegeben durch:

0 ) . 13590 ) kg
tH = . © PHg = L
97 {100 97 (13350 ) 3

Losung

mk - R - ('[K + To)
pK = pk = 1.723 bar
VK

Die Dichte des Quecksilbers wird durch lineare Interpolation fur die Temperatur ty
errechnet.

t— tHg
PHg.t(1) := pHg, + _ -(pHg ~ PHg ) Formel der linearen Interpola-
' tHg, ~tHg, ? ! tion

kg

PHg.tu ‘= PHg.t (tu) PHg.tu = 13566 —3
m

PK — Pu = PHg.tu- - 4h

PK — Pu
an = ———— 4h = 0.544m
,OHg.t(tu) ‘g
Hinweise:

Der Windkessel (s. linkes Bild) dient zum Dampfen von Druckstéflzen in Rohrleitungen. Der
Einsatz eines U-Manometers ist im rechten Bild dargestellt, wobei der Windkessel als ein
grol3er Behalter dargestellt wurde.

04.12.2011 12



Prof. Dr.-Ing. Victor Gheorghiu

TTS

| —

ﬁh'_'ls

B

ans

— Melstellen-

chlul3

Pe

miT
400

- 200
-1- 200
+ 100

fo--F-:0-
4100 )L

& 200
1 300
L 400

oy ab
==

i

_offenes
Rahr

o

Man beachte, dass ein U-Manometer in zwei Arten gebaut werden kann: a) offen und b)
geschlossen zur Umgebungsseite.
Wenn der U-Manometer mit einem Behalter verbunden ist, aus dem die Luft ausgepumpt
wird, kdnnen folgende Zusammenhange zwischen den Arten a) und b) beobachtet wer-
den, wobei der Umgebungsdruck hier 1013 mbar betragt:

Ly
o

Behalter

aoffenes U-Rohr

U

e
I

0 miber

geschlossenes

- Raohr

l||::llli':- =

2 evakuiert

]

ganz evakuierts

absol. Vakuum

Beispiel 2 zu §1.3.3.3.4

"‘Fi'.r--,:
506.5

mbar

1013 mbar

Wie andert sich das Niveau (Ah) in einem Standglas, wenn es oben mit einer Klappe dicht

verschlossen wird und im Behalter das Niveau durch Flissigkeitszufuhr mit

04.12.2011
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angehoben wird. Vor dem Verschliel3en hat der Abstand zum offenen Ende des Standgla-

kg
PF = 1000~—3
ses N1:=20:CM i agen. Die Fliissigkeit hat die Dichte m”
5
Hinweise: Der Behalter kommuniziert mit der Umgebung Pu:=10"-Pa

und hat gegen-
uber Standglas ein sehr groRes Volumen. Die Temperatur andert sich nicht und die Luft
kann als ldealgas behandelt werden.

Pu 1 v Mho

hl LAIIIB

Behalter

Losung

a) Isotherme Zustandsanderung 1-2 im Standrohr. Im Zustand 1 ist das Standrohr of-
fen und im 2 geschlossen.

p1-V1 = p2-V2 wobei P1 = Pu
Dividiert man diese GI. durch den Querschnitt des Standrohres A ergibt sich

pu-h1 = p2-ho wobei ho = hy — 4h

b) Kraftegleichgewicht im Zustand 2 (Standrohr geschlossen) an der neuen Oberfla-
che im Standrohr

Die Hohe der Flussigkeit im Behalter in bezug auf diese Oberflache betragt
Ahg — 4h
Der hydrostatische Druck im Behalter an der Tiefe Ahg - 4h

betragt damit
Pu + PF'g'(AhB - Ah) und gleicht dem Druck im Standglas (hier Oberflache) P2

Setzt man nun diese Teilergebnisse in die Gleichung der isothermen Zustandsande-
rung ein

pu-h1 = [ pu+ pr-g-(4hg - 4h) ]-(hy - 4n)

und 16st man nach 4" auf, ergibt sich
pu-h1 = [ pu+ pr-g-(4hg — 4h) ]-(hy - 4h)

pF~9-Ah2 + [pu + pF-9~(AhB + hl)]-Ah +pF-g-4hg-hy = 0

04.12.2011 14
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Diese ist eine Gleichung 2. Ordnung mit den Koeffizienten a, b, ¢

3 Pa

a:= pg-g a=9.807x10" —
m

b= pu+ pr-g-(4hg + hy) ] b = —1.029 x 10°Pa
c:= pr-g-4hg-hy c =196.133Pa-m

Von den beiden Wurzeln wird nur die passende (d.h. die negative Wurzel oder die Wurzel
groler als h; wird verworfen) genommen

—b -4/ b2 -4-a-c

2-a

Ah = Ah = 1.906 mm

Somit betragt der Druck im geschlossenen Standglas
P2 := pu + pr-g-(4hg — 4h) p2 = 1.0096 x 10° Pa

p2 = 1.0096 bar

04.12.2011 15
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Beispiel 3 zu §1.3.3.3.4 (Seitendruckkraft)

Man bestimme die GrolRe und die Angriffspunkt-Lage der Seitendruckkraft

auf dem Deckel (s. Bild).

Gegeben:

Zg:=2-m b:=0.8-m h:=1.2-m

Fir die rechteckige Flache des Deckels gelten

A:=b-h A = 0.96m> s = b-h
= = . XS = 12
Der Druck in Schwerpunktlage betragt
Pus = pw-9-2s pus = 0.196 bar
und somit die Seitendruckkraft
Fs:= pis-A Fg = 18.81kN
ks 1 bh®
ey —+ — + -
D=25 zs-A S zg-b-h 12
Z Z . hz 2.06
=7Zq+ — - — Zzp =2.06m
D=2s+ 5 7S D

04.12.2011 16
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Beispiel mit Archimedes Kraft

Glocke (Index G) im Schwimm- und Schwebe-Zustand im Wasser (Index F)

Gegeben:
VG 9AG 9GG D pU 9p|:

Annahmen:

e Archimedes Kraft der Glockenwande wird hierunter vereinfachend nicht bertcksichtigt (d.h.
sehr dinne Wande)

e |sotherme Verdichtung der Luft (Index L)

Schwimmen Schweben
Pu
V
r
he pL,VL hg
hr
\vi he
h pL.VL

VR v

Schwimmen

a) Die Auftriebskraft wird von der Druckdifferenz zwischen den unteren und oberen
Oberflachen Ag des verdrangten Volumens VE, d.h. des Luftvolumens bis zur
Wasseroberflache, bestimmit.

An der Tiefe hg ist der Druck dem hydrostaischem Druck pges.hr gleich.

An der Wasseroberflache und oberhalb ist der Druck dem Umgebungsdruck py gleich.
Damit wird die Auftriebskraft:

Fa = (Pges.nF — Pu)-Ac = (Du +pr-9-hF - pu)'AG = pr-9-hr-Ag = pp-g-VF

b) Das gleiche Ergebnis erhalt man fir die Auftriebskraft, wenn man die Druckkraft betrachtet,
die wegen der Druckdifferenz zwischen dem (Luft-)Druck unter der Glocke p_ und der

Umgebung auftritt, weil (gemal dem Gesetz von Pascal) der gleiche Druck in der Tiefe hg
(sowohl in der Luft unter der Glocke als auch im Wasser) herrscht.

PL = Pges.hF = Pu + pF-9-hF

Schweben

Bei Schweben ist die Situation ahnlich wie beim Schwimmen, aber tiber der Glocke herrscht
diesmal nicht der Umgebungsdruck sonder der hydrostatische Druck in der Tiefe

hg = hg— h. (wobei die Wandstarke der Glocke hier nicht berticksichtigt wird).
Frage: Ist die Auftriebskraft in diesem Fall von der Tiefe abhangig?
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Beispiel 4 zu §1.3.3.3.4 = Aufgabe 3 aus Klausur vom 27.01.04 (55 Punkte)

V[ := 30000 - m°

Eine Gasometerglocke fasst Luft (Idealgas) bei einer Temperatur

von L= 20-°C Die Masse der zylindrischen Glocke mit der Wandstarke

kg
pGi=T72-—

4s :=10-mm_ ays Eisen mit der Dichte dm” st so bemessen, dass in
der Glocke ein Uberdruck von PLU = 3-kPa herrscht. Der Umgebungsdruck betragt

Pu:=100.8-kPa no giockendurchmesser betragt d = 40-m
kg
L PWeE L
Die Dichte des Wassers betragt Liter

1. Wie grol} sind die eingeschlossene Luftmasse ML die Masse MG der Glocke,

der Spiegelunterschied 4h ynd die eingetauchte Hohe HtaUCh, wenn der Auf-
trieb vernachlassigt wird ?

2. Welche Masse MG2 muss die Glocke haben, wenn der Auftrieb beriicksichtigt
wird, um der gleiche Luftdruck unter der Glocke zu herrschen? Wie groR ist die

eingetauchte Hohe tauch2 in diesem Fall?

3. Welcher Druck PLU3 stellt sich unter der Glocke der Masse MG (also die Masse,
die unter Punkt 1. ermittelt wurde), wenn der Auftrieb berlicksichtigt wird? Wie

grof} ist die eingetauchte Hohe Htauch3 i diesem Fall?

Losung

............................................. Glocke

Behdilter

Hzaucﬁz

Wasser

04.12.2011 17
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1. Ohne Beriicksichtigung der Archimedes Kraft

Der Absolutdruck der Umgebung
PL == PLi + Pu pL = 1.038bar py = 1.008 bar

Die Luftmasse unter der Glocke wird mithilfe der thermischen Zustandsgleichung idea-
ler Gase ermittelt

pL- VL 4
mp = mp = 3.7 x 10 kg
RL - i'[|_ + Toi
2
z-d 2 . ,
Ag = 2 Ag = 1256.6 m Glockeinnenquerschnitt

Wenn die Archimedes Kraft der Glockenwanden nicht bericksichtigt wird, wirken auf die
Glocke nur Gewichts- und Gaskraft infolge des Luftuberdruckes.

G = FpLi mG-g = pLi-A
somit fur die Glockenmasse resultiert

mg := F -Ac mg = 3.844 x 105 kg

Die Steighohe 4h entstent wegen der Druckdifferenz zwischen Umgebung und
Glocke, somit gilt

PLG

4h = 4h = 0.306m

 pw-g

Die Hohe der Luftsaule (Luftvolumen) unter der Glocke betragt
Vi

H = —
L AG

H_ = 23.873m Hohe des Luftvolumens

Fir das Volumen der Eisenwande der Glocke (Zylinder plus Deckel) gilt es

. mG
Ve = Ag-4s+ Sg-Hg (1) wobei Vg =—
PG

wobei He die Gesamtglockenhdéhe und SG die Querschnittsflache der zylindri-
schen Wand sind.

Sg = 7-(d + 4s) - 4s Sg = 1.257 m?

Aus der Gl (1) es resultiert fur die Gesamtglockenhdhe

04.12.2011 18
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mG
— —Ag - 4s
PG
Hg = Sa Hg = 32.48m

Somit kann man nun die eingetauchte Tiefe ermitteln

Htauch := Hg — HL Htauch = 8.607 m

2. Mit Berucksichtigung der Archimedes Kraft (gleicher Druck unter Glocke)

Wenn die Archimedes Kraft bertcksichtigt wird, resultiert es fur das Gleichgewicht
der Glocke

G=Fa+ FpU
Da nun eine weitere Kraft das Gewicht der Glocke ausgleicht, kann die Glocken-
masse noch groRer werden (und somit auch die Glockenhdhe).
Flr das eingetauchte Volumen gilt
Vtauch = SG * Htauch = SG - (HG - HL)
wobei diesmal die Lufthéhe sich nicht andert.
_ Vi _ m|_-R|_~(t|_+To)
Ac AG- (IOLu + pu)

HL
Eingesetzt in Gleichgewichtsgleichung ergibt sich nach
FA = SG - Htauch- pw -9

MG -9 = SG - Htauch- AW -9+ AG - PLii

mG'9:SG'(HG—HL)'P\N'9+AG'F’LU

mG
— —AGg - 4s
. 0G m|_-R|_-(t|_+T0) g+ Ag.p
G Y9=>G" - AW 9+ AG - PLU
SG AG-(pLu+pu) u
i mg m|_-R|_~(t|_+T0)~SG
mGg-g=||—-AGg-4s |- - -PW -9+ AG - PLi
G Ac - (pLi + Pu)
mg m|_~R|_-(t|_+T0)-SG
mGg-g=|—-AGg-4s|-pw-0— - AW -9+ AG - PLi
£G AG'(pLu+pu)

m|_~R|_-(t|_+T0)-SG
AG- (IOLu + pu)

PW
mG-g(l——j=—AG-AS-pw-g— AW -9+ AG - PLi

PG

Somit ergibt sich fur die Glockenmasse in dieser 2. Variante
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m|_-R|_-(t|_+T0)-SG

—AG-4s-pw-0- “PW -9+ AG - PLL
A (pLu + pu) -
mG2 := o
g | (1 ) _)
PG
c Mg = 3.844 x 10°kg
mg2 = 3.97 x 10~ kg im Vergleich zur 1. Variante

Htauch = 8607 m

Wie erwartet ist die Glockenmasse grof3er und somit auch die Tauchhohe

H PG me-RL-(t+ To)
tauichz - SG ~ Ac-(pLa+Pu)

Htauchz =9.995m

3. Mit Beruicksichtigung der Archimedes Kraft (gleiche Glockemasse)

Die oben entwickelte Gleichgewichtsgleichung

MC g 4
Me -0 = Se - E S_mL'RL'(tL+T0)
G9==6 SG Ac - (PLa+ Pu)

“pW -9+ AG - PLi

sollte nun nach dem Luftuberdruck umgestellt werden.

mg Mg m-R( - (t|_ + To) -Sg Ag
— = — _Ag-4s- + “PLu
PN PG AG-(pLu+pu) A W9
mg mg —m|_-R|_-(t|_+T0)-SG Ag
— ——+Ag-4s = + “PLU
AW PG AG - (pLa + Pu) AW -9
mg mg —m|_-R|_-(t|_+T0)-SG Ac
— -—+AGg 4s -(pl_u+|0u)= + ~|0Lu~(|0Lu+|Ou)
PN PG AG g
—m|_-R|_~(t|_+T0)~SG Ag mg mg
+ -pLu-(pLu+pu)— — ——+AGg-4s -(pLu+pu)=0
AG A W0 PN PG
AG 2 AG mG mgG
‘PLa + ‘Pu——+—-Ag-4s|-pLi .. =0
AW -9 AW -9 PN PG
Sc (Mg mgG
+(—m|_)~R|_-(t|_+T0)-—— — ——+AGg-4s |-py
Ac \pw pG

Somit ergibt sich eine Gleichung 2. Ordnung fiir den Uberdruck mit den Koeffizienten
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AGc m*s?
a:.= a=0.128
AW -9 kg
Ac mg mg 4 3
b:= “Ppuy——+—-Ag-4s b=1257%x10 m
AW -9 PN PG
Sc (mg mg 7
ci=-m_-RL-(tL+To) — —| — —— +Ag-4s |- py c=-3.775x10"J
Ac \pw rG

Die passende Wurzel (die andere Wurzel ist negativ) und somit die Losung ist

—b+x/b2—4-a-c 3
PLu3 = 2.916 x 10~ Pa

2a

PLG3 =

PLy = 3% 103 Pa
im Vergleich zur 1. Variante
Htauch = 8.607m

Die eingetauchte Hohe betragt in dieser 3. Variante

M6 ag-4
H ._P_G_ 6B mL-RL-(tL+To)
tauchs - Sc ~ Ac-(pLis + pu)

Htauchg = 8.587m

Beispiel 5 zu §1.3.3.3.4 = Aufgabe 9 aus Klausur vom 12.03.05 (30 Punkte)

Wasser als inkompressibles Fluid stromt solange aus dem Behalter 1 in Behalter 2,
bis der zylindrische Schwimmer mit der Hohe hs dies unterbricht. Das Wasserni-
veau h1 im Behalter 1 bleibt wahrenddessen unverandert. Man bestimme das

Wasserniveau h2 , wenn folgende Daten bekannt sind:

d1 :=0.05-m hy:=1-m Hi:=3-m Ho:=5-m
. kg
Schwimmer: mg := 10 - kg ps:=0.5- —3 hg:=0.5-m
. dm
Umgebunag: po=1x10"Pa
k
Wasser: ow =1 9
3
dm
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v

Losung
Das Kraftegleichsgewicht fur den Schwimmer lautet
FA=Gs+Fp wobei

e A, Archimedes Kraft, wobei hsw st die
A=pw-Nsw-As-g eingetauchte Hohe des Schwimmers
Gs=ms-g Gewichtskraft

Druckkraft verursacht vom Uberdruck

F =(|Ow—|00)-ir-0|12 5
P 4 der Wassersaule aus dem Rohr

pPw =PpPo+pow-9-H1 Hydrostatischer Druck der Wassersaule
aus dem Rohr
ms 2 : e
Ag = Ag = 400cm Schwimmerquerschnittsflache
ps-hs

Eingesetzt in Kraftegleichsgewicht

T, 2
pw-hsw -As-g = ms-g+p\N-g-H1-Z-d1

und aufgelost nach der eingetauchten Hohe des Schwimmers
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mS+,0\N'H1'§'d12
hsw = hsw = 0.397m
AW - As

ergibt sich fir das Spiegelniveau des Wassers im unteren Behalter

h := Hz - H1 - (hs - hsw) hy = 1.897 m

1.3. Viskositat (Zahigkeit) und FlieBverhalten der Fluide

Um die Viskositat zu erklaren, wird zunachst als Beispiel der Fall der Scherstromung (auch
Couette-Stromung genannt) zwischen zwei ebenen Platten besprochen. Die obere Platte
werde mit der konstanten Geschwindigkeit C bewegt, die untere ruht. Man verfolgt nun
den Stromungsvorgang sowohl im Ortsplan (x,y) als auch im Geschwindigkeitsplan (c,y).
Das Experiment liefert eine lineare Geschwindigkeitsverteilung (s. Bild) im Plattenspalt.

4 A
Y dsft) y
e >
F
Piﬁdé’ffffffffffffffffﬁém—r u
T=y .
e c
h =0 =0
h 4 X i
Onsplan Geschwindigkeitsplan
c=c¥
h

Die Haftbedingung bei y =0 und bei y = h ist offenbar erfullt. Der Zusammenhang zwi-
schen Orts- und Geschwindigkeitsplan fuhrt zu den Gleichungen

ds(r) somit C=h—
dr dr

ds(7) = h-dA 7) C=

Ein Newtonsches Fluid wird durch die lineare Beziehung zwischen der Schubspannung
7 und dem Geschwindigkeitsgefalle definiert
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T=1n—

dy

Aus der Geschwindigkeitsverteilung folgt fur das Geschwindigkeitsgefalle

de _c
dy y h dr
und eingesetzt in der Definitionsformel des Newtonschen Fluids ergibt sich

dy h dr

Bei Newtonschen Fluiden ist damit die Schubspannung r der Deformationsgeschwindig-

keit proportional. Der Proportionalitatsfaktor 7 heil3t dynamische Viskositat. Zusatzlich
wird nun auch die kinematische Viskositat v eingefuhrt

_n
y =L
yo,

Im folgenden Bild werden FlieRverhalten von mehreren Stoffen dargestellt.
A Bingham - Medium

d Nicht Newtonsches Fluid

Newtonsche Fluide

f
£ __Nicht Newtonsches Fluid

Die Einheiten fur die dynamische und kinematische Viskositaten sind

3 2

n N .m”_kgm ms _m°
2 - s

m®> ko ¢ kg

= Pa-s V=

Die Viskositat ist bei Fluiden temperaturabhangig, so dass mit einem Temperaturanstieg
die dynamische Viskositat bei Flussigkeiten sinkt und bei Gasen steigt. Dieses Verhalten
wird verstandlich, wenn man die Mikrostruktur (Teilchen) dieser Fluide bedenkt. Zum Bei-
spiel wegen durch die Temperaturerhdhung die Flussigkeitsteilchen lockerer (die Anzie-
hungskrafte konnen von der kinetischen Energie der Teilchen leichter iberwunden wer-

04.12.2011 24



Prof. Dr.-Ing. Victor Gheorghiu TTS

den) und somit beweglicher. Im Gegensatz stehen die Gase, bei denen die Teilchenge-
schwindigkeit groRer werden und somit die Widerstandsfahigkeit im Falle einer Stromung
erhohen.

1.4. Oberflachenspannung und Kapillaritat

Diese Eigenschaften erkennt man am besten bei FlUssigkeiten; bei Gasen treten diese
ebenfalls auf, aber wegen des geringen Einflusses auf das Verhalten der Gase lassen sie
sich schwer identifizieren.

Ein Teilchen innerhalb einer Flussigkeit wird in allen Richtungen von den benachbarten
Teilchen angezogen. Somit entsteht eine null Resultierende. Wenn das Teilchen sich an
der Oberflache befindet, wird es von den sehr vielen benachbarten Flussigkeitsteilchen
nach unten und von den wenigen Luftteilchen nach oben gezogen. Somit entsteht eine
nach innen gerichteten Resultierende, in Richtung des Fluids, die das Teilchen gefangen
halt. Diese ist auch die Ursache fur die Anwesenheit der freien Oberflache.

Die freie Oberflache verhalt sich, als ob in ihrem Inneren eine Spannung entstehen wurde,
(d.h. als ob diese Oberflache wie aus einer dinnen Gummischicht bestinde). Diese
Oberflachenspannung neigt standig dazu die Oberflache der Fllssigkeit zu minimieren.
Als Beispiel sei ein Wassertropfen im freien Fall erwahnt, der dazu neigt eine Kugelform
(d.h. minimale Oberflache bei einem gegebenen Volumen) zu bilden. Naturlich wirken die-
sem Verhalten gleichzeitig die Reibungskrafte der Luft entgegen, die den Tropfen charak-
teristisch d.h. aerodynamisch umformen. Ein anderes Beispiel ist die Kugelform von Sei-
fenblasen.

Die Oberflachenspannung wird definiert durch

o= Einheit N
m

L

d.h. durch den Quotient aus angreifender Kraft an der Berandung und der Lange dieser
Berandung.

Wir betrachten nun den Fall einer Flussigkeit in einem Rohrchen. In diesem Fall kommt die
Flissigkeit mit der R6hrchenwand und mit der Luft in BerGhrung. Die FlUssigkeitsteilchen
in der freien Oberflache werden nun von benachbarten Flussigkeits-, Wand- und Luftteil-
chen angezogen. Es hangt davon ab, welche Richtung die Resultierende annimmt, d.h. ob
die Anziehungskraft zu den Wandteilchen groRer oder kleiner ist als die von den Flussig-
keitsteilchen, so wird die Flussigkeit im Réhrchen ansteigen oder absinken. Dieses Pha-
nomen heil’t Kapillaritat.

Um die Steighohe h oder Kapillarhebung zu berechnen, muss man das Kraftegleichge-
wicht fur die Flussigkeitssaule aufstellen
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2
F=G F=z0olL=0rxd G=m-g=p-V.g= p.%.h.g
4.
o= p3ing he 9
4 p-d-g

wodurch man auch eine einfache Moglichkeit zur Messung der Oberflachenspannung hat.

04.12.2011 26



Prof. Dr.-Ing. Victor Gheorghiu TTS

2. Hydro-, Aerodynamik und Gasdynamik (Stromun-
gen)

Hydrodynamik ist das Teilgebiet der Stromungslehre, das sich mit der Stromung inkomp-
ressibler Flussigkeiten sowie mit Gasstromungen befasst, wenn deren Geschwindigkeit,
verglichen mit der Schallgeschwindigkeit, gering ist. Im Grenzfall der Ruhe reduziert sich
die Hydrodynamik zur Hydrostatik.

Aerodynamik ist das Teilgebiet der Stromungslehre, das sich mit der Stromung inkomp-
ressibler Gasstromungen befasst, wenn deren Geschwindigkeit, verglichen mit der Schall-
geschwindigkeit, nicht mehr gering ist.

Gasdynamik ist das Teilgebiet der Stromungslehre, das die Mechanik der Gase unter be-
sonderer Berlcksichtigung ihrer Kompressibilitat (Zusammendruckbarkeit) beschreibt. Die
Kompressibilitat macht sich bemerkbar, wenn die Geschwindigkeit der in dem Gas beweg-
ten Korper ansteigt und mit der Schallgeschwindigkeit vergleichbar wird.

Die fur die Gasdynamik wichtige Kennzahl ist die Mach-Zahl (Ma)

Ma =S

a
die als Quotient aus Stromungsgeschwindigkeit ¢ und Schallgeschwindigkeit a definiert
wird. Die Grolie der Mach-Zahl unterscheidet zwischen Stromungsarten:

e Mac<1 Unterschallstromungen

e Ma>1 Uberschallstromungen

e 0,8<Macx<1l,2 transonische Stromungen
e Ma>1,2 supersonische Stromungen
e Ma>5 hypersonische Stromungen

Bei transsonischen und bei supersonischen Geschwindigkeiten andern sich Stro-
mungsgesetz und Stromungsbild, weil Kopfwellen u.a. Verdichtungsstof3e (d.h. unstetige
Anderungen von Gasdruck und Gasdichte) auftreten. Bei Erreichen der Schallgeschwin-
digkeit steigt der Stromungswiderstand stark an (Schallmauer).

Hypersonische oder Hyperschallstromungen sind aul3erdem mit starken Temperatur-
erhohungen in der Grenzschicht (die Schicht unmittelbar nah zur Wand) und bei hohen
Temperaturen mit lonisation und Dissoziation der Gasmolekile (d.h. Zerlegung der Gas-
molekule; Z. B. aus einem Sauerstoffmolekil werden zwei Sauerstoffatome entstehen)
verbunden.
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21. Stromungsgeschwindigkeit

2.1.1. Stromungsfeld, Lagrandgesche und Eulersche Methode

Bei der Methode von Lagrange (teilchenfeste Betrachtung) wird das einzelne Teilchen
bei seiner Bewegung im Raum verfolgt. Die jeweilige Position des Teilchens ist somit eine
Funktion der Anfangslage und der Zeit. Diese Methode ist geeignet, wenn man zum Bei-
spiel die Entwicklung eines in einem Gasvolumen eingespritzten flissigen Strahls untersu-
chen mochte. Hier werden die flissigen Tropfen einzeln betrachtet, um z. B. ihre Bahnen,
Masse, Temperatur, Verteilung im Raum usw. zu untersuchen.

Bei der Methode von Euler (ortsfeste Betrachtung) wird die Anderung der Strémungsgro-
Ren an einer festen Stelle des Raumes betrachtet, wahrend einzelnen Teilchen vorbeizie-
hen. Dies entspricht dem Vorgehen bei der Messung mit einem ortsfesten Messgerat (z.B.
einem Druckaufnehmer). Als Hinweis: Nur diese Methode wird weiterhin in dieser Vorle-
sung angewandt.

Fir eine Teilcheneigenschaft f(x,y,z,7) = 0, wobei X, y, z die kartesischen Raumkoordina-
ten und 7 die Zeit bedeuten, liefert die Kettenregel

df _of 6f dX of dy of dz _of af of of of
—= —— ‘U+—-V+—-Ww=—+cC-grad(f)
dr 61 OX dr 8y dT oz dr  or 8X oy 0z ot

wobei

C=Uu-i +V-j+

die Stromungsgeschwindigkeit mit ihren Komponenten u, v, w bedeutet. Die Anwendung
dieser Kettenregel z. B. fur die absolute Temperatur liefert

dT _oT 8T oT oT
— Ut —V+— W
dr 87 X oy 0z

Hier steht auf der linken Seite die substantielle (totale) Anderung z—T wahrend rechts
T

der Term g—T die lokale Anderung darstellt. Die Differenz beider wird durch den kon-
T

vektiven Ausdruck

dT oT oT oT oT
— = U+—V+—W

dr or oX oy 0z

gebildet, der den Einfluss des Geschwindigkeitsfeldes beschreibt.
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2.1.2. Teilchenbahnen und Stromlinien

Teilchenbahnen sind Kurven, die die Teilchen in Lauf der Zeit durcheilen. Sie werden
durch folgende Differentialgleichungen (DGI) gegeben:

%:u(x,y,z,r) ﬂ:V(X,y,Z,T) E

dr dr dr

Wenn die Stromungsgeschwindigkeit bekannt ist, werden die Teilchenbahnen durch Integ-
ration ermittelt.

= W(X,y,Z,T)

Stromlinien sind Kurven, die zu jedem festen Zeitpunkt auf das Geschwindigkeitsfeld
passen. Sie stellen ein momentanes Bild des Geschwindigkeitsfeldes dar. Zu einem spate-
ren Zeitpunkt kann die Gestalt der Stromlinien ganz anders sein, wenn der Strémungspro-
zess instationar (zeitabhangig) ist.

Als Beispiel wird die stationare Stromung durch einen Ansaugkriimmer eines 4 Zylinder-
Motors dargestellt. Die Stromung erfolgt gleichmafig durch alle vier Ansaugrohre, was
beim Einsatz des Ansaugkrummers am Motor niemals der Fall ist. Diese gleichmalige
Bestromungsart wurde hier gewahlt, um die graphische Darstellung zu vereinfachen.

Die Modellierung und Simulationen der Strémungsvorgange wurde mit Hilfe der CFD-
Software FIRE der Fa. AVL GmbH, Graz, Osterreich.
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Die Druckverteilung und die Geschwindigkeiten werden in den weiRen Schnittebenen dar-
gestellt. Zum Beispiel ergibt sich fir den absoluten Druck folgendes Bild, wobei die Farb-
kodierung in Pa dargestellt ist.

CaselT_1000:Flow.AbsolutePrassure[Pa]

i

X\Iﬁg? 1e+005 1e+005 1.0001e+005 1.0001e+005 1.0002e+005
z

Wie man sieht, ist der Druckunterschied sehr gering, so dass der Uberdruck (relative
pressure) eine genauere Farbkodierung dieser Unterschiede ermdglicht.
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L

Die Stromungsgeschwindigkeiten werden zuerst allein und nachher mit den Strémlinien in
mehreren Schnittebenen und Zoomgraden dargestellt:

CaselT_1000:FlowNelocity[mis]

i

‘ 0 1 2 3 4 5
Z
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CaselT_1000:FlowVelocity[mis]
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CaselT_1000:FlowVelocitylm/s]
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2.1.3. Volumen- und Massenstrom
Der Volumenstrom wird als
V=C-A
und der Massenstrom als
m=p-C-A=p-V
definiert, wobei C die mittlere Stromungsgeschwindigkeit durch den Querschnitt A und
o die Dichte an dieser Stelle bedeuten. Wie in den obigen Bildern dargestellt, ist die Stro-

mungsgeschwindigkeit ¢ in einem Querschnitt nicht konstant. Aus diesem Grund wird fur
die Ermittlung des Massenstroms der Mittelwert der Geschwindigkeit eingesetzt, der als

C:i-J c dA
A Jp

definiert ist.
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2.2. Massenerhaltungssatz

Fir eine allgemeine Zustandsgrofle Z(z, s(z)), wobei 7 die Zeit- und s die Raumkoordi-
nate einer 1D-Stromung bedeuten, werden folgende Vereinbarungen getroffen:

972(;8(0) =% z=241%s|ze =2, +cze
dr dr dr
Sie ist die substantielle Ableitung von Z, wobei
d
cC=—S
dr

die Strdomungsgeschwindigkeit entlang der Stromfadenachse s ist und

Z,= (d—Z] Zg = (d—ZJ
dz s=const ds 7=const

die partiellen Ableitungen der ZustandsgroRe Z(z, s(z)) nach der Zeitkoordinate r bzw.
nach der Raumkoordinate s sind.

Als Beispiel kann man die substantielle Ableitung der Dichte in der 1D-Strdmung schrei-
ben

d
—pP = P+ CpPs
dr

2.2.1. Massenerhaltungssatz fur (nulldimensionale) 0D-Systeme

Der Massenerhaltungssatz kann fur diesen Fall wie folgt formuliert werden:

Die zeitliche Anderung der Fluidmasse m innerhalb des Systems, da hier keine
neue Masse kreiert oder vernichtet wird, ist nur von den ein- und austretenden Mas-
senstromen verursacht, d.h.

Q -
/ ,

d , ,
— M =m e — m a /
dr

mQ

Fintritts- Austritts-
Massenstrom Massenstrom

2.2.2. Massenerhaltungssatz fiir (eindimensionale) 1D-Systeme

Der Massenerhaltungssatz kann fur diesen Fall wie folgt formuliert werden:

Die zeitliche Anderung der Fluidmasse m innerhalb des Fluidelements, da hier kei-
ne neue Masse kreiert oder vernichtet wird, ist nur von den ein- und austretenden
Massenstromen verursacht, d.h.
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d , ,
(—m =M gin—M aus
dz s=const

TTS

—
.—

,.u

Da die Elementlange ds unendlich klein ist, kann die Anderung des Massenstroms ent-

lang der Raumkoordinate s als eine lineare Funktion betrachtet werden. Somit gilt fir den
austretenden Massenstrom

, , d . , .
M gus = M ein+(—m ds=m"+m’ g-ds
dS 7=const

wobei

m ein=m

(d ,j
- m
dS 7=const

die Steigung der Massenstromfunktion entlang der Raumkoordinate bedeuten.
Setzt man diese Teilausdricke in die Bilanzformel ein, so ergibt sich

(p-A-ds)T =m - (m’ + m’s'ds)
wobei die Elementmasse durch
dm = p-dV = p-A-ds

ersetzt wurde. Da die Elementlange in der Gleichung zeitlich unabhangig ist
(p~A~dS),: (p~A)T-ds

gilt nach dem Kuirzen durch ds

(p~A)T+ (p-A-C)S =0 oder Bf(p.A)Lmns: {d (p-A-C)} =0

und

dz ds

=const

2.2.2.1. Fall der stationaren Stromung
Der Massenerhaltungssatz wird im Falle einer stationaren Stromung wegen
(p-A)T =0
(d.h. keine zeitliche Anderung) zu

(,o-A-c)S =0 mg=0
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Nach der Integration zwischen zwei Querschnitten entlang der Stromungsrichtung ergibt
sich

(,o-A-c)1 = (,o-A-c)2 m’y = m’> = m’ = const

2.2.2.2. Fall des konstanten Rohrquerschnittes

Der Massenerhaltungssatz wird im Falle eines konstanten Rohr- bzw. Stromfaden-Quer-
schnittes, d.h. A = const, wird zu

Pt (P'C)S =0

2.2.2.3. Fall des inkompressiblen Fluids

Der Massenerhaltungssatz wird im Falle eines inkompressiblen Fluids, d.h. p = const,
durch Kurzen der Dichte zu

A+ (Ac) =0 A+ V=0

wobei V° der Volumenstrom ist. Wenn die Stromung zusatzlich stationar erfolgt, dann ist
der Volumenstrom in allen Rohrquerschnitten gleich grof3, d.h.

V' 1=V 2=V = const

2.2.2.4. Massenerhaltungssatz fur (dreidimensionale) 3D-
Systeme

Der Massenerhaltungssatz wird fur eine dreidimensionale Stromung zu
Pt (p-U)X + (p-V)y + (p-W)Z =0
wobei u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten der Achsenkoordinaten x,y, z sind.
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2.3. Eulersche Bewegungsgleichungen oder Impulserhal-
tungssatz

TTS

2.3.1. Eulersche Bewegungsgleichung fiir 1D-Systeme

Die Eulersche Bewegungsgleichung heif3t im Falle der 1D-Stromung auch Impulserhal-

tungssatz oder Kraftegleichgewicht entlang des Stromfadens und ist auch bekannt als
Bernoulli-Gleichung.

p-As-ds p-A+(p

|
I
1
|
[}
]
]
[}
]
[}
3
|
|

| g-dm- c08(¢)!/ ---------- #ﬁ%ﬁd—'ﬁs

\ L~

1
1
1
|
‘.
. \ e \ I
p-A \ y ‘
\ \ |
AN \ '
T \ \ g- dm
o \
\\\ '

Der Impulserhaltungssatz driickt aus, dass die zeitliche Anderung des Impulses des Fluid-

elements durch die ausgetauschten Impulsstrome und von den angreifenden Kraften (s
Bild) verursacht wird. Somit kann man schreiben

(m-c),=m"-c —[[m’-c + (m’-c)s-ds}

= ein- und austretende Impulsstrome

= Druckkrafte auf den Querschnitten
+p-A-| p-A+ (p~A)S~dS} = Mantelwandreaktion auf das Fluidelement
+p-As-ds ... = Gewichtskraftkomponente entlang von S
—-g)-d
+(=g)-dm-cos(¢) .. = Stromungswiderstandskraft Fr.
ds p-c: |c|
()T A

In der Formel der Stromungswiderstands-Kraft
-C-|c
F,= g.ﬁ.p—H.A
Dy 2

bedeutet 1 der Koeffizient der auf Stromfadenlange bzw. Rohrlange verteilten Stro-

mungsverluste und Dy der hydraulische Durchmesser des Stromfadens bzw. Roh-
res. Der hydraulische Durchmesser ist durch

D 4.Querschnittsflache  4-A
H = X =
Querschnittsumfang U

definiert. Als Beispiel gilt fur einen Kreisquerschnitt
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7-D

d.h. fur diesen Querschnitt gibt es keinen Unterschied zwischen dem Ublichen Rohr-
durchmesser und dem hydraulischem Durchmesser. Der hydraulische Durchmesser wird
fur Rohre mit von Kreisform abweichenden Querschnitten verwendet, um die Stromungs-
verluste auch in diesem Fall ermitteln zu kénnen. Er ist somit ein Ahnlichkeitskriterium
und erlaubt Ergebnisse von Untersuchungen mit Kreisrohren fir alle anderen Rohrarten zu
extrapolieren.

Die Entstehung der Mantelwandreaktion auf das Fluidelement ist im nachsten Bild de-
monstriert. Die Steigerung des Querschnittes entlang des Elementes kann nur auf eine
Elementseite und statt als uniformer (durchgezogene Linie) schon als plétzlicher (gestri-
chene Linie) Verlauf dargestellt.

Hinweis: Der Querschnittsverlauf innerhalb des Elements ist sowieso nicht wichtig, da hier
nur die Randwerte des Querschnittes wichtig sind, in denen das Integral ausgewertet wird.
Nun kann man deutlich erkennen, dass die Querschnittsanderung (hier Erweiterung) durch
eine Kraftkomponente (Wandreaktion auf Druckkraft des Fluids) auf das Fluidelement
wirkt. Alle anderen ahnlichen Kraftkomponenten, d.h. als Wandreaktionen auf Druckkraft
des Fluids, heben sich gegenseitig auf.

As-ds p'ASE\\dS

Nach Vereinfachungen in der Impulsbilanzgleichung
(m-c), = =(m"-c),-ds — (p-A),-ds + p-As-ds — g-dm-zg — ,S_S‘P‘Cz'|0| A
H

und weitere Bearbeitungen, ergeben

-Cc-|C

(m-c), + (m"-c)-ds + (p-A),-ds = p-Ag-ds — g-dm-z _i's_s'pTH'A
H

Setzt man nun die Ausdrlicke der Elementmasse und des Massenstroms in

ds peld

Dy 2

ein und kdrzt man ds dort, so ergibt sich die Gleichung des Impulserhaltungssatzes

(p-A-c)t-ds + (p-A-c-c)S-ds + (p-A)g-ds = p-As-ds —g-p-A-zs-ds — 1
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A pccl
Dy 2
Diese Gleichung kann weiter zusammengefasst werden, und resultiert zu
A pccl
Dy 2

(p-A-0) + (p-Ac-c)g + (p-A)g = p-As—g-p-AZs = A
(-0 + AP+ pa) = p-As—gpAzs— 2

2.3.1.1. Bernoulli-Gleichung fiir inkompressible u. kompressible
Fluide

Die Gl. des Massenerhaltungssatzes (d.h. der Kontinuitatsgleichung)

(p-A),+ (p-Ac) =0 (1)

und die Gl. des Kraftegleichgewichtes entlang des Stromfadens (Eulersche Bewegungs-
gleichung)

-C-|C

fuhren nach entsprechender Bearbeitung zur Bernoulli-Gleichung.

Die partiellen Ableitungen aus dem linkem Glied der Dgl. (2) lassen sich wie folgt entwi-
ckeln:
A pccl
c(pA)+(0A)cc] .. =PAS=QpAZs— A
+ [c-(p-A-c)S + (p-A-c) ‘Cg + p-Ag + A-ps]
Fasst man nach Stromungsgeschwindigkeit und Druck zusammen, ergibt sich
A p-cc|
C'[ (P'A)T‘*‘ (P'A'C)S] + (P'A) Ct + (P'A'C)'Cs +A-ps = -g9-p-A-Zs - ”D_H' 5
Die Summe aus erster Klammer ist gemal} Dgl. (1) null und verschwindet. Dividiert man

den Rest der Gleichung durch (pA) so resultiert

1 A c|c|
C;+CCs+—Ps=-09Zs—— (3)
P Dy 2

Die Dgl. (3) ist keine neue Gleichung sonder nur eine andere Form der Dgl. (2). Somit
kann man sofort erkennen, dass die GroRe und die Anderung des Rohr-Querschnittes
in dieser Gleichung keine Rolle spielt.

Wird nun die Dgl. (3) nur entlang einer Stromlinie (d.h. nach "s") integriert
2 2 2

2 2 1 A c-|c|
c,ds+ cdc+ —dp=-| gdz- —_— ds
1 1 P 1 Dh 2

1 1
ergibt sich nach entsprechender Bearbeitung die Bernoulli-Gleichung:

JZ (02)2 - (01)2 N r 1 L12 _012~|012|

c,ds+ dp=-glzo-2z1)-1-
L 2 L F ( ) DH 2
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Wobei Li2 die Lange des Stromfadens ist und c12 die mittlere Stromungsgeschwindig-

keit zwischen den Querschnitten 1 und 2.
2

¢ Im Falle einer stationaren Strdmung ist J c.ds = 0. Weiterhin wird fast nur die-
1
ser Fall behandelt.

e Im Falle einer verlustfreien Stromungist 4 = 0.

e Im Falle von Gasstromungen wird ublicherweise der Einfluss der Lage im Gravitati-
onsfeld vernachlassigt, d.h. 9(22 - 21) =0.

2
1
Der Term Y12 = J /—) dp ist die Druckénderungsarbeit.
1

Somit hangt ihr Ausdruck von der Art der Zustandsanderung zwischen den Zustanden
(bzw. Punkten oder Querschnitten) 1 und 2 ab.

2.3.1.1.1. Bernoulli-Gleichung fiir eine inkompressible Stromung eines
inkompressiblen Fluids

In diesem Fall gilt:
o flUr eine stationare Stromung, wobei die Stromungsbeschleunigung null ist, und

e fur ein inkompressibles Fluid p= const d.h. p1= p2.

Nach der Trennung der Zustande ergibt sich einer der folgenden drei Gleichungen:

2 2
(Cl) P1 (Cz) P2 Li2 ci12- |012|
+—+0-21= +—+0-22+4- .

2 o1 2 02 Dy 2
wobei A der Widerstandsbeiwert, c12 die mittlere Geschwindigkeit, Li2 der Abstand
4-Querschnitt

Umfang
mungsquerschnitten 1 und 2 bedeuten.

(5

und Dy = der mittlere hydraulische Durchmesser zwischen den Stro-

2

m J

Alle Terme aus Gl. (5) sind in der Einheit — = @ geschrieben und bedeuten somit
S

spezifische Energien.

2 2
pl(Cl) pz(Cz) L12 p2-012-|012| 5
—F—— +tP1+p19Z1= —F—+P2+p2:922+ 4 : (5%)
2 2 DH 2

N

Alle Terme aus Gl. (5”) sind in der Einheit — = Pa geschrieben und bedeuten somit
m

Driicke.
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(c)® m (c)® b2 4 Li2 c12-|c1o|
+——+21= — 2+ =
2.9  p19 2.9  p2g g DH 2

(5")

Alle Terme aus Gl. (5””) sind in der Einheit m geschrieben und bedeuten somit Steigho-
hen.

Vernachlassigt man die Strémungsverluste und die Anderung der potentiellen Energie im
Gravitationsfeld, ergibt sich fur die Berechnung der Stromungsgeschwindigkeit

1= et 220

Pl
oder im Falle, dass die Umgebung oder ein groler Behalter den Zustand 2 darstellen (und
somit cp = 0), gilt dann
2-4
C= =l

Yo
Man muss an dieser Stelle beachten, dass durch diese Formel keine obere Begrenzung

far die Stromungsgeschwindigkeit besteht. In Wirklichkeit, wird weiter unter vorgestellt, das
sie die Schallgeschwindigkeit nur in einzelnen Fallen (z.B. einer Laval-Duse) Ubersteigen.

2.3.1.1.2. Bernoulli-Gleichung fur eine (kompressible) isotherme statio-
nare Stromung eines ldealgases

In diesem Fall gilt:
2

e flUr eine stationare Stromung J c,ds = 0 (d.h. die Stromungsbeschleunigung ist
1
null), und

e fUr eine isotherme Zustandsanderung T = const eines ldealgases, d.h.

b = const
yo,
Die Druckanderungsarbeit auf eine Isotherme (s. auch §1.3.3.8.3.c) wird nach E = P
pL P
d.h. E = El zu
P PP
2 2 2
1 P1 1 P1 1 P1 p2
yi2=| —dp=| —-—=dp=—-| —dp=—:In| —
P pL P ol Y ol p1
1 1 1

Setzt man das Ergebnis in (4) ein, so ergibt sich

2 2
_ L .
(c2)“~(ca) X pltln[pzj - slrr-21) 2 12 C12 |c12|

2 P (P1 DH 2
Nach der Trennung der Zustande ergibt sich
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(Cl)z ﬂl (p1) _ (02)2 %I (p2) ; L12 c12-|c12] ) 0
> +p1-n pP1)+9-21 = 5 +p2~n p2)+g-z2 + .DH. 5 O
oder
(01)2 (02)2 P2 P2 L12 012-|012| ,,
+0-21= +—-n| — |+g-zp+ 4. —- (6”)
2 2 02 P1 DH 2

Vernachlassigt man die Stromungsverluste, d.h. 1 = 0, und die Anderung der potentiellen
Energie im Gravitationsfeld, d.h. g-(Zz—Zl) = 0, ergibt sich fur die Berechnung der

Stromungsgeschwindigkeit
o 2:p2 P2

C1= (cz) +—:In| —
P2 P1

2.3.1.1.3. Bernoulli-Gleichung fiir eine (kompressible) isentrope statio-
nare Stromung eines ldealgases

In diesem Fall gilt:
2

o flUr eine stationare Stromung J crds =0 (d.h. die Strdomungsbeschleunigung ist

1
null),

e flr eine isentrope Zustandsdnderung s=const  eines Idealgases, d.h.

P = const , und
K

yo,

e fiir eine isentrope Strémung sind alle Verluste null, d.h. 4 =0,

Die Druckanderungsarbeit wird in diesem Fall (s. §1.3.3.8.3.e) zu
K1

K

’ x P1|[ P2 0

12 = — 00— . B — -
k=1 p1 [\ P1

Setzt man das Ergebnis in (4) ein, so ergibt sich

(2)®-(c)® & E_[E g

J ’ ~1|=-g(z2-21)

+

2 k-1 p1 |\ p1
oder
1
2 2 P x1 K‘_l:|
C —(C P
(c2) 2( 1) +Kfl,(;1 LPZ) < (p2) * | =—g(z2-21)

Nach der Trennung der Zustande ergibt sich
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2 2
(Cl) x P1 (02) Kk P2 ,
+ —+Q-z1= + — +9-2 (7)
2 k-1 p1 2 k-1 p2
oder
2 2 2
() + (21) +0-z1 = (c2) + (22 +g-z (77)
2 el P B e U
wobei a = il die Schallgeschwindigkeit in der Stromung und
o,

x der Isentropenexponent zwischen den Zustadnden 1 und 2 bedeuten.

Die Schallgeschwindigkeit ist die groRte Geschwindigkeit, die die Stromung durch eine
einfache Diise erreichen kann. Sie ist definiert durch

d
(%)
dp )

Fir ein Idealgas gilt auf der Isentropen

P = const
K

Yo,

und somit

p= pK-const
Nach dem Einsetzen und Ableiten in Bezug auf Dichte ergibt sich

a® = d—(pK~COI’]St) = K~pK_1-C0nSt = K~,0K_l-£ - XP

dp pK P
Wenn zusatzlich die thermische Zustandsgleichung eingesetzt wird, resultiert fur die
Schallgeschwindigkeit

, . | R
a= K—p =/ x-RT= K'—mT
yol M
C

Der Quotient aus Strdmungs- und Schallgeschwindigkeit heil3t Mach-Zahl Ma = 2 (zu

Ehren von Ernst Mach). Nach der GroRRe dieser charakteristischen Kennzahl kann man
zwischen

e Unterschallstromungen mit Ma < 1 und

e Uberschallstromungen mit Ma > 1
unterscheiden.
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2.3.1.2. Anwendungen der Bernoulli-Gleichung im Falle einer
stationaren Stromung

2.3.1.2.1. Verschiedene Begriffe und Messung des Druckes eines in-
kompressiblen Fluids

2.3.1.21.a. Statischer Druck, dynamischer Druck, Gesamtdruck

Gemal Gl. (5”) kann man folgende Druckbegriffe einfihren:

1)

P1 und P2 heilRen statische Driicke Pstat und kdnnen mit einer statischen Sonde
= Piezorohr erfasst werden.

2 2
pi(cy) p2(c2)” . )
5 und 5 heillen dynamische Driicke Pdyn

und kdénnen mit einer Prandtl-Sonde (bzw. Prandtl-Rohr) erfasst werden. Die Prandtl-
Sonde besteht aus einer statischen und einer Pitot-Sonde (bzw. Pitot-Rohr, das den
Gesamtdruck misst), die zusammen ausgefuhrt sind. Der dynamische Druck wird als
Druckdifferenz zwischen diesen beiden Sonden gemessen. Mit Hilfe der Prandtl-Sonde

/ 2-Pdyn
kann somit die Stromungsgeschwindigkeit bestimmt werden C = - :

2 2
C C
{Pl (21) N pl} und {# i pz} heilen Gesamtdriicke Pges

oder Ruhedriicke und konnen mit einer Pitot-Sonde erfasst werden. Der Gesamt-
druck entsteht durch Aufstau der Stromung im Pitot-Rohr (auch Hakenrohr genannt).

2.3.1.21.b. Piezo-Rohr, Pitot-Rohr, Prandtl-Rohr (prinzipieller Aufbau)

Fm‘ r lPﬁn’hﬂhf
N n

p,,,,:sf..f

n-p”'

——

Piezo-Rohr und Pitot-Rohr
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Prandtl-Rohr

2.3.1.2.2. Verschiedene Begriffe im Falle der isentropen Stromung eines
Idealgases

2.3.1.2.2.a. Ruhe-, Kessel- oder Stau-Zustand

In die GI. (7”) vernachlassigt man die Anderung der potentiellen Energie im Gravitations-
feld (Ubliche Vereinfachung im Falle einer Gasstromung). Somit ergibt sich

2 2 2 2
(c)” (a1)” (c2)” (ag)
- = -

2 k-1 2 k-1
Wenn diese Gleichung zwischen einem grol3en Behalter oder Umgebung (Zustand 0), der
als Stau-, Kessel- oder Ruhe-Zustand mit Stromungsgeschwindigkeit cop = 0 genannt
wird, und einer Offnung oder einem Rohrquerschnitt (Zustand 1) geschrieben wird, ergibt
sich

(aO)2 B C_2 a’

k-1 2 x-1
Nach weiterer Bearbeitung

2 2
ag xk—1/(c
— | =— = +1
a 2 a

ergeben sich die Berechnungsgleichungen fur den Stauzustand (Index 0)
K 1

To k-1 2 PO k-1 2 w1 £0 k-1 2 w1
— =1+ -Ma — =1+ -Ma — =1+ -Ma
T 2 p 2 Yo, 2

Der Stauzustand beschreibt somit den Zustand einer Stromung, in der sich ihre kinetische
Energie isentrop in potentielle Energie umwandelt. Dadurch ist es moglich zwei Stromun-
gen zu vergleichen, die mit unterschiedlichen Dricken und Stromungsgeschwindigkeiten
erfolgen (zum Beispiel wenn diese gegeneinander in einem T-Stuck eintreten).

Zwischen Schallgeschwindigkeit im Ruhezustand ag und Schallgeschwindigkeit im stro-
menden Fluid 8, mit €= a, kann folgende Beziehung gewonnen werden
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(ao)2 a’®  a’ k+1 2 2 K+1
= — + = .a a= -ap ap = .a
k-1 2 x-1 2(x-1) k+1 2
e o 2
Zum Beispiel fiir ¥ := 1.4 ergibt sich / L= 0.913 oder /%1 =1.095 .
K+

2.3.1.2.2.b. Kiritischer Zustand

Der kritische Zustand ist der Zustand, in dem die Stromung mit Schallgeschwindigkeit
erfolgt. Dieser Zustand wird durch folgende Gleichungen beschrieben

K

1
Tk 2 Pk (2 <! Pk (2 !
TO_K'+1 po_ Kk+1 po_ Kk+1
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2.3.1.3. Ausstromen aus einem Behalter

2.3.1.3.1. Bestimmung der Stromungsgeschwindigkeit
2.3.1.3.1.a. Im Falle eines inkompressiblen Fluids

Aus der Bernoulli-Gl. fur inkompressible Fluide in einer stationaren Stromung (5°), (5”)
oder (5””), geschrieben zwischen Behalter (Index 0) und einem Querschnitt (Index 1) ent-
lang des Anschlussrohrs, ergibt sich fur die Austrittsgeschwindigkeit, wenn der Héhenun-
terschied vernachlassigt wird (Ubliche Annahme z.B. bei einer Gasstromung)

M
{20 o
2-(po-p1 s a
c1= | ——— ¢ 5
P fei
_—

Nun stellt sich die Frage, wie groB kann die maximale Stromungsgeschwindigkeit
werden?

Aus der Gleichung es resultiert fur eine unendliche Druckdifferenz ebenfalls eine unendli-
che Stromungsgeschwindigkeit. Das Ergebnis ist natlrlich nicht realistisch und nur als
Folge der Idealisierung inkompressibles Fluid zu interpretieren.

2.3.1.3.1.b. Im Falle der isentropen stationaren Stromung eines ldealgases. Glei-
chungen von Saint-Venant und Wantzell

Vernachlassigt man die Strémungsverluste und die Anderung der potentiellen Energie im
Gravitationsfeld (kein Hohenunterschied wird berlcksichtigt), ergibt sich fur die Berech-
nung der Stromungsgeschwindigkeit beim Ausstromen aus dem Behalter

or= |22 (22 [ 2 Lo~ (a0]

oder

e (3 )

Die Dichte im Zustand 1 kann mit Hilfe der Isentropengleichung eliminiert werden. Nach
dem Einsetzen von
1

K
po [ Po
Pl P1

in der obigen Gleichung, ergibt sich
K1 K-1

2

. 2-(ao) L p1) 2.k Po . p1)

1= . — | — = - —. — | —
k-1 Po k-1 po Po

Nach dem wiederholten Einsetzen der Isentropengleichung resultiert
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ci= |25 RTof 1o |- [ 25 Ri(1o-Ty)
S PR R C  A APEE TA S

Mit Hilfe der Beziehung zwischen der isobaren spezifischen Warmekapazitat und dem
Isentropenexponent und der kalorischen Zustandsgleichung resultiert noch

C1 = \/2-C°p-(T0 - Tl) = \/2-(h0 - hl)

Diese letzte Gleichung wird unter im § 2.3 nochmals aus dem Energieerhaltungssatz
(Stationarprozess, offenes System mit 1. Eintritt und 1. Austritt) gewonnen.

Nun stellt sich die Frage, wie groR kann die maximale Stromungsgeschwindigkeit
werden?
Aus der Gleichung

-1

K
= 2K IOo - E somit resultiert fur & =0
k-1 £0 PO Po
K —

c 2-x pO a B 2 N
max — 1 0 = 1 0

d.h. die maX|maIe Geschwmdlgkelt ist nicht unendlich, wie im Falle der Strdomung eines
inkompressiblen Fluids.

J
k=14 To := 300-K R:=287-——
kg-K
m
ap:=.+/ k-R-T ap =347.2—
0 K 0 0 s
2 m
Cmax = ~a0 Cmax =776.3—
k-1 S

Im Falle einer einfachen Dlse kann aber die Schallgeschwindigkeit a nicht tGberschritten
werden (fliwden-Beweis s~§2-24-4). D.h. mit den Zahlenwerten aus dem Beispiel
2 m
aj = -ag Cmax = a1 Cmax = 316.9 —
Kk+1 S

Diese Geschwindigkeitsbegrenzung entsteht, weil der Druck in dieser DUse nicht kleiner
als der kritische Druck werden kann. Als Beweis kann in die Geschwindigkeitsformel den

Druck P1 anstelle des kritischen Druckes Pk eingesetzt werden. Somit ergibt sich

1

-1 P

2.5 PO pk) 2.5 PO 2\~
CmaX: — 1_ e = _— 1_

K+ 1

c | 2:x PO L 2 2-x pOK‘—l_ 2-x pO 2 an = a
max = k-1 po Kk+1 K— 1p0 Kk+1 K+lp0 Kk+1 0=t
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2.3.1.3.2. Bestimmung des stationar austretenden Massenstroms
2.3.1.3.2.a. Bestimmung des Massenstroms Im Falle eines inkompressiblen Fluids

Der Massenstrom durch einen Rohrquerschnitt der Flache A ist

. : /2-(p—poj
m = p-A-Cc wobei c= | ——
Y2

und nimmt Uberall im Rohr den gleichen Wert an, da der Strémungsprozess stationar ab-
lauft (als Folge der Kontinuitatsgleichung). Aus diesem Grund wird an den Index 1 weiter-
hin verzichtet.

2.3.1.3.2.b. Bestimmung des Massenstroms im Falle der isentropen stationaren
Stromung eines Idealgases durch eine einfache Diise

Auch in diesem Fall als Folge der Kontinuitatsgleichung bleibt der Massenstrom in allen
Rohrquerschnitten konstant, auch dann wenn der Rohrquerschnitt einen Verlauf aufweist
und somit Druck, Stromungsgeschwindigkeit und Dichte entlang des Rohres ebenfalls ei-
gene Verlaufe haben mussen.

Der Zweck jeder Duse ist die Erhohung der Stromungsgeschwindigkeit!

i 2z
0 o o)
5 m
o= —
0 % af az
k=i P e
I mr— e N N

m = m'f - m.2

Der isentrope Massenstrom

mgs=p-A-cC
ist der maximale Massenstrom, der durch eine Querschnittsflache A erreicht werden
kann. Der Wert kann damit nur im |dealfall (reversibler Prozess - d.h. ohne Stromungsver-

luste - in einem adiabaten Systems) erreicht werden. Der reale Massenstrom kann damit
als

m = pu-m’s
definiert werden, wobei x4 < 1 der isentrope Durchflusskoeffizient ist. Mit den Formeln der
isentropen Strémung

=1 i
Tk p )~
2. PO S L
c= a P und p—po(poj
k-1 po PO
resultiert fir den Massenstrom
1 1 2 x+1
K K K K
, p 2-xk Po p 2-x p )
mS:po- —_— A - . 1_ _— - . —popo _— — | —
PO k=1 po PO k-1 PO Po
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Man definiert die Ausflussfunktion
2 x+1

wo | X [P (e "
k=1 | Po Po
Um den Verlauf der Ausflussfunktion graphisch darzustellen, wird der Quotient der Dricke
durch die Variable P_P0 ersetzt. Somit ergibt sich fur diese Funktion der Ausdruck

¥(p_po, x) = KL -{(p_po)% - (p_po)i’(lJ

-1
Pk
Im Falle einer kritischen Strdmung wird der Quotient der Driicke P_Pk = E die auch als
das kritische Druckverhaltnis bezeichnet, wird zu
K
L\ L
P_p k(x) := (—)
K+ 1

Beispielweise wird unten die Ausflussfunktion fir die Luft bei zwei unterschiedlichen Tem-
peraturen graphisch dargestellt, wobei die Isentropenexponenten 1,4 und 1,2 betragen.
Die maximalen Werte und deren Lage betragen

p_pk(1.4) = 0.528 p_pk(1.2) = 0.564

#(p_pk(1.4),1.4) = 0.484 #(p_pk(1.2),1.2) = 0.459

0.5

0.4

'{*(p_po, 1.4)

[

S —_

X 0.3

= Hp_pk(1.4),1.4)

% Hppo.12)

[72]

> pP_po,1.2

“g —_— 0.2

< Hp_pk(1.2),1.2) N I

< kritischer unterkritischer
0.1 Bereich Bereich
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11

P_Po.P_Pk(1.4).p_po.P_Pk(1.2)
Quotient der Driicke

Man beachte, dass das Maximum der Funktion nicht bei einem Quotient der Dricke von
0,5 vorliegt! Links vom Maximum ist der Bereich der kritischen Stromung mit ¢ = a (Stro-
mungsgeschwindigkeit = Schallgeschwindigkeit innerhalb der Strébmung), und rechts der
Bereich der unterkritischen Stromung mit ¢ < a.

Nach dem Einsetzen des kritischen Verhaltnisses in die Formel der Ausflussfunktion ergibt
sich
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2 K+l
«|" x| " 1
” ) P > K1 > K1 ) > K1 -
max = k-1 |[[\xk+1 K+1 __ K+1 K+1
Somit ergibt sich fur den isentropen Massenstrom
m’s = A-¥-/2-po-po (1) oder auch ms=A-p-cC (2)

Der maximale Wert des isentropen Massenstroms betragt somit

(m’s)max = A Ymax -1/ 2-P0- 0 oder

1
1
2 x K
m’ =A. . - 12.0n-
( S)maX (K+1) K+ 1 Po-~0

Fir die folgenden Zahlenwerte

2 5 PO kg
A:=0.01-m po:=5-10"-Pa To := 300-K PO= oo p0=01—7
10

wird der Verlauf des isentropen Massenstroms der unten graphisch dargestellt wird, be-
rechnet:
e Mit der Formel (1), d.h.

m’s(p_po. &) := wenn (p_po > p_pk (%), A- ¥(p_po. 5)/2-P0"00, A+ Pinax (£) [ 2-P0-p0)

12
10
(] ,
S M's(P_po.1.4) 8
£
e M's(p_pk(1.4),1.4)
O e—e—o 6
@ m's(p_po.1.2)
- (P_pk(1.2).1.2)
c Ms(P_Pkll.2), L. " "
= 9@;6 4 kritischer unterkritischer
Bereich Bereich
2
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11

P_Po, P_Pk(1.4).p_po.pP_pk(1.2)
Quotient der Driicke

e Mit der Formel (2), d.h.
m’s1(p_po. x) == A-c(p_po. «)-p(p_po. x)
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12
10
[%2] ,
S M's1(P_Po.14) 8
£ .,
e Ms1(p_pk(1.4),1.4)
O eese 6
% m's1(p_po.12)
2=
& msi(p_pk(1.2),12) 4
= e
2 kritischer unterkritischer
Bereich Bereich
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11

P_Po.P_Pk(1.4).p_po.P_Pk(1.2)
Quotient der Driicke

Somit wird deutlich, dass der maximale Massenstrom schon beim Einsetzen des kritischen
Druckverhaltnisses erreicht wird. Eine Druckminderung unter dem kritischen Druck im
Austritt einer einfachen Diise beeinflusst den Massenstrom nicht mehr. Um das ver-
stehen zu konnen, soll man auch beachten, was mit der Dichte

6
55
o AP_Po.14) .
£
S plp_pk(1.4),1.4) y
= oo 45 kritischer
@ A(p_po.1.2) Bereich
e
o -
8 p(p_pk(1.2),1.2) 4
.
3.5 unterkritischer
Bereich
3 |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
P_po,P_pk(1.4),p_po,pP_pk(1.2)
Quotient der Dricke
1 1
. K
wobei p(p_po. «) := wenn| p_po > p_pk(x), po-P_po " , po-P_Pk(K)

und was mit der Stromungsgeschwindigkeit passiert,
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400
9
e
E 300
© c(p_po.1.4)
=)
2 c(p_pk(1.4),1.4)
Z oo 200
2 c(p_po.1.2)
2
S c(p_pk(1.2),1.2)
S ¢
£ 100
573 kritischer unterkritischer
Bereich Bereich
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11

P_Po.P_Pk(1.4).p_po.P_Pk(1.2)
Quotient der Driicke

wobei

k-1 =1
¢(p_po. x) :=wenn| p_po > p_pk(x), | ———-(1-p_po * ), | ———-(1-p_pk(x) "

Mann kann oben erkennen, dass die Stromungsgeschwindigkeit und die Dichte ebenfalls
in diesem Querschnitt ihre kritischen Werte erreichen und somit bei kleineren Druckver-
haltnissen nicht weiter ansteigen bzw. abnehmen kénnen, so dass ihr Produkt, d.h.
m’g = p-A-c konstant bleibt.

Es stellt sich nun die Frage, welchen Verlauf wird der Massenstrom haben, wenn man
(durch konstruktive MaRnahmen an der DUse) eine héhere Stromungsgeschwindigkeit als
die Schallgeschwindigkeit erreichen will?

2.3.1.3.2.c. Bestimmung des Massenstroms im Falle der isentropen stationaren
Stromung eines ldealgases durch eine Laval-Diise (s. unten ein Bild davon)

Da eine Laval-Duse die Stromungsgeschwindigkeit nicht mehr zur Schallgeschwindigkeit
begrenzt, sehen die Verlaufe der Dichte und der Stromungsgeschwindigkeit nicht mehr
gebrochen aus (s. unten), es sei denn, dass nicht eine Stosswelle innerhalb der Duse auf-
tritt.

Wie oben fiir eine einfache Diise vorgestellt, ist auch der Zweck einer Laval-Diise
die Stromungsgeschwindigkeit zu erhdhen!

Das Ziel dieses Abschnitts ist, einen mathematischen Zusammenhang zwischen den je-
weiligen jeden Dusenquerschnitt A und dortiger Stromungsgeschwindigkeit c, d.h. eine
Funktion A = A(c), entlang der Dise zu gewinnen.

Die Kontinuitatsgleichung fur die stationare isentrope Stromung

(p-A)_+(pAc) =0
im Falle einer stationaren Stromung (p-A)T = 0 entwickelt sie sich zu
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p.A.d_C + A.C.d_p+p.c.d_A =0

ds ds ds
wobei s hier die Raumkoordinate entlang der Symmetrieachse der Duse bedeutet. Divi-
diert man alle Terme der Gleichung durch den Massenstrom, so resultiert

1 1 1 dc d dA
_.d_c+_.d_p+_.d_A:o (1) oder —+—'0+—:O (1)
Cds pds Ads c p A

Aus der Euler-Bewegungsgleichung im Falle der stationaren isentropen Stromung eines
Idealgases folgt

1
Cs+CCs+—ps=0

P

wobei der Einfluss der Lage im Gravitationsfeld (wie Ublich bei Gasstromung) vernachlas-

sigt wird und cr=0 (stationare Stromung). Es resultiert somit
d -1 d

C—C=—-—
ds P ds

Die partielle Ableitung des Druckes ist hier unerwiinscht und daher wird sie eliminiert. Da-

fur wird die Definitionsgleichung der Schallgeschwindigkeit verwendet a2 = j—p, wobei
0

die partielle Ableitung des Druckes bezogen zur Dichte im Falle einer isentropen Zu-
standsanderung durchgefihrt wird. D.h. dass die Schallgeschwindigkeit sich isentrop
fortpflanzt (d.h. ohne Verluste), was wegen der kleinen Amplituden der Schallwelle fast
vollkommen zutrifft. Somit ergibt sich

dp = az-dp oder d_p = az.d_p

ds ds

Die partielle Ableitung des Druckes wird nun zwischen den Gleichungen eliminiert

2
d —a d

c
c—c=—-_p und nach Einfihrung der Mach-Zahl Ma = —
ds P ds a
ergibt sich
1 1 d dc g
e Vo (2) oder P _ _ma? = (2°)
ds C ds P C

Nun kann man folgende Schlussfolgerungen ziehen:
e FUr Ma <1 ist die relative Dichteanderung kleiner als die relative Geschwindig-
keitsdnderung, also spielt die Kompressibilitat des Gases eine untergeordnete Rol-
le.

e Fir Ma>1 ist es umgekehrt. Zum Beispiel bei Ma = 10 ist der Proportionalitats-
faktor 100.

Eliminiert man die relative Anderung der Dichte zwischen (1) und (2) ergibt sich
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1 1 1 1
— —-d_c+ —-d_A = —Maz-—-d_c (1—Ma2)-—-d_c+ — d_A =0
Cds Ads C ds Cds Ads
1 -1 1 d -1 dA
—-d_c = —-—-d_A (3) oder g = (3)
Cds 1 _jMa® Ads C 1-MmaZ A

Wenn nun die Geometrie der Diise A = A(S) bekannt ist, kann man mit Hilfe der GI. (3)
eine qualitative Diskussion der Strémung in einer Duse durchfuhren:
Wie oben erwahnt ist der Zweck einer Duse, die Stromung entlang der Duse zu erhdhen,

d.h. d—c> 0.

ds

. . d , .
e FuUr Ma < 1 verlangt dies d—A < 0, d.h. Verengung des Querschnittes. Dies ist der
S

Fall einer einfachen Duse.

e FUr Ma > 1 dagegen j—A > 0 d.h. Erweiterung des Querschnittes.
S

. , . d ,
e Fir Ma =1 ist es notwendig d—A = 0 d.h. konstanter Querschnitt.
s

Fasst man nun alle diese Teilergebnisse zusammen, so kommt man zwangslaufig zur
Stromung in der Laval-Duse.

Man versucht nun nur eine Beziehung zwischen Mach-Zahl und Disengeometrie A(s) zu
bekommen. Differenziert man die Definitionsgleichung der Mach-Zahl

dMm dc d
Ma = ¢ ergibt sich a _d @ (4)
a Ma c a

Differenziert man auch die Definitionsgleichung der Schallgeschwindigkeit

: d d d
a2 _xp ergibt sich 2_a _®_% (57)
P a p Y
aus der wie oben die relative Druckanderung eliminiert wird
2
da a -d d da -d d da d
2% _ p_op e 2_:(,(_1)._'0 (6)
a Y P a P P a P
LA ' da 2 dC ,
Setzt man (2') in (6') 2; :—(K—l)-Ma vy (77)

und weiterhin (7') in (4') ein

dMa dc  (x-1) Va2, 9

+
Ma C 2
ergibt sich

— (8
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Setzt man schlieBlich (3') in (8') ein, so ergibt sich die gesuchte Abhangigkeit der Mach-
Zahl von der Geometrie der Duse

1 -1 -1
—-d_Ma =| 1+ (K ) ~Ma2 .—._.d_A (9) oder
Ma ds 2 1

dM _1 1 dA
mo [0, 0 s
1-Ma® A

Die (9) bzw. (9') ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung, die durch die
Trennung der Variablen gelést werden kann. Mit den Bedingungen im engsten Quer-
schnitt, wo der kritischen Zustand erreicht wird

Mag = 1 A(May) = Ak = Amin
es resultiert
x+1
A1 k-1 ( 2 ) 2:(e-1)
— =1+ \Ma“ -1 (10)
Ax Ma K+ 1

Diskussion der Gleichungen
Aus (9) folgen:

° d_A =0 und Ma # 1 verlangt OI—Ma =0
ds ds
d

—A %0 und Ma = 1 verlangt d—Ma =
e ds ds

d.h. die singularen Punkte liegen dort, wo der Faktor j—Ma =0 oder S—Ma = oo jst.
S S

Aus (10) folgt:
o A=Amin verlangt Ma=1 d.h. kritischer Zustand mit Ck =@ im engsten Quer-
schnitt.

Durch Variation der Druckdifferenz zwischen Eintritt und Austritt der Diise lassen
sich verschiedene Stromungen realisieren, die weiterhin im Falle der Entleerung ei-
nes Behalters durch eine Laval-Diise veranschaulicht werden.

In den folgenden sechs Bildern, wobei der Behalter links und Umgebung rechts von
der Diise angeordnet sind, gibt die x-Achse die Position entlang der Laval-Diise an.
Die Berechnungen wurden mit einem eigenen Simulationsprogramm (s. [15], [16], [17],
[20] aus Liste der Veroffentlichungen), das unter MATLAB geschrieben wurde, durchge-
fuhrt. Das Profil der Laval-Dise wurde anhand des Beispiels vom Ende dieses Abschnittes
erstellt. Im Gegenteil zu diesem Beispiel ist der Isentropenexponent in dem Simulations-
programm temperaturabhangig (d.h. nicht konstant)!
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e Bei geringer Druckdifferenz (Fall A) zwischen Behalter (links von Duse) und Umge-
bung (rechts von Duse) erhalt man eine Unterschallduse. Im Bild ist der Behalter-
druck 1.1 bar.
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e (B) entspricht dem Fall, dass am engsten Querschnitt die Schallgeschwindigkeit

zwar erreicht, aber nicht durchschritten wird. Im Bild ist der Behalterdruck 1.11 bar.
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e Bei hoherer Druckdifferenz (Fall C) ist eine stetige Stromung nicht mehr méglich. Es
kommt zu einem so genannten senkrechten Verdichtungsstol3, in dem sich die Zu-
standsgrof3en unstetig verandern, wobei die Strémungsgeschwindigkeit auf Unter-
schall sinkt und Druck, Temperatur und Dichte ansteigen. Im Bild ist der Behalter-
druck 1,3 bar.
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e Bei noch grolierer Druckdifferenz (Fall D) wandert der Sto3 zum Disenende. Im

Bild ist der Behalterdruck 1.5 bar.
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e Zwischen (Fall D) und (Fall E) tritt ein schiefer Stol3 im DUsen-Austritt auf. Im Bild

ist der Behalterdruck 3 bar.
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e (E) bezeichnet den Grenzfall der idealen Laval-Duse. Hier liegt ein paralleler Strahl
im Austritt vor. Im Bild ist der Behalterdruck 6 bar.
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e Bei einer weiteren Erhdhung der Druckdifferenz (Fall F) kommt es dort zu einer Ex-
pansion des Strahls im Austritt. FUr die Verlaufe innerhalb der Duse sieht man aber
keinen Unterschied zum Fall (E).

Mehrere Animationen der instationaren Stromungsvorgange in dieser Laval-Duse ange-
schlossen an Behaltern mit verschiedenen Volumina findet man unter Anlagen zur insta-
100 cm?, [1000 cm?

tiondren Strémung fiir Behaltervolumina: 1 cm?, [10 cm®

Kommentare

Aus dem letzten Bild kann man zusatzlich erkennen, dass die Stromungsgeschwindigkeit,

Dichte und Druck im Auslegungsfall (E) stetige Verlaufe haben, d.h. sie werden in der La-

val-Duse nicht mehr vom kritischen Zustand geknickt. Der kritische Zustand wird im engs-

ten Querschnitt zwar erreicht aber durch die gezielte Geometrie der Laval-Dise kann er

uberschritten werden.

Aus den obigen Bildern kann man erkennen, dass der Massenstrom entlang der Duse

(fast) konstant bleibt, solange die Strdomung stationar ablauft.

Hinweis: Die kleinen Abweichungen des Massenstroms vom konstanten Wert sind die
Folge des im Simulationsprogramm angewandten numerischen Integrationsver-
fahrens.

Fur die Berechnung des Massenstroms im Auslegungsfall (E) gibt es nun zwei We-

ge:
Weil der Massenstrom entlang der Duse konstant bleibt, kann er in dem engsten Quer-
schnitt berechnet werden, d.h. man kann zur seiner Bestimmung praktisch nur mit der
ersten Dusenhalfte arbeiten, die nur eine einfache Diise ist. Somit gelten weiterhin alle
Uberlegungen in Bezug auf die Ausflussfunktion, Dichte, Strémungsgeschwindigkeit und
Massenstrom auch hier, wenn man beachtet, dass die Stromung in diesem engsten
Querschnitt kritisch erfolgt.

Die Bestimmung des entlang der Duse konstanten Massenstroms kann aber nicht nur in
den engsten Querschnitt sondern z.B. im Diisenaustritt erfolgen, wenn man dort auch
den ortlichen Dusen-Querschnitt (d.h. im Austritt) einsetzt (s. unten ein Beispiel). In
diesem Fall braucht man diesmal keine Bedingungsfunktionen in den Formeln von Stro-
mungsgeschwindigkeit, Dichte und Ausflussfunktion mehr einzubauen, und das unab-
hangig davon ob dort die Stromung unterkritisch, kritisch oder Uberkritisch erfolgt. Unten
dargestellt sind die Verlaufe fur Stromungsgeschwindigkeit, Dichte und Ausflussfunktion,
wenn der Austrittsdruck variiert wird. Fur die Bestimmung des Massenstroms andert
sich nichts, d.h. man erhalt den gleichen Verlauf, wenn der Austrittsdruck variiert wird.

Man stellt sich nun naturlich die Frage, wozu eine Laval-Duse noch gut ist, wenn der
gleiche Maximalwert fur den Massenstrom schon mit einer einfachen Duse erreicht wer-
den kann? Die Antwort ist, dass bei der Anwendung der Laval-Duse das Ziel ist,
nicht einen groBeren Massenstrom sondern ein groBeren Impuls (d.h. das Produkt
aus Massenstrom und Stromungsgeschwindigkeit) des rausstromenden Fluids zu
erreichen!

Fir die Ausflussfunktion
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Far die Stromungsgeschwindigkeit
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c(p_po. &) := 2k P l1 ppo *

Uberkritischer
Bereich

unterkritischer
Bereich

Strémungsgeschwindigkeit in m/s

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11

P_Po,P_Pk(1.4),p_Po,P_pk(1.2)
Quotient der Dricke

Beispiel

An einem Druckbehalter, in dem sich Luft unter pg:= 6-bar und Tpg := 300-K befindet, ist

eine Laval-Duse angeschlossen, deren kleinster Querschnitt Amin = 1-cm2 betragt. Der

J
AuRendruck betragt py:= 1-bar Die Luft ist als Idealgas mit = 1.4 RL:= 2872'@

und die Stromung isentrop stationar zu betrachten. Man bestimme:
Austretender Massenstrom

Austretende Stromungsgeschwindigkeit
Austretende Temperatur

Austretende Mach-Zanhl

Austrittsflache fir Auslegungszustand (E)

o bk~ wnh =

Mach-Zahl an der Stelle, wo der Querschnitt 20% groRer als Amin jst.

o

Losung
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. PB kg
1. M’ a = Amin- ¥max+/ 2PB-B OB = B =017
RL-Tg m3
1

K—1

2 K 5
Ymax (k) := : Ymax(x) =1 bar = 10"-Pa
K+ 1 K+ 1

, , kg
M’ a := Amin* ¥max (%) 1/ 2-PB- 0B mazl?

K1
K
2.-x bPB Pu m
2 Cagi=|———| 1-| — Cq = 491.577 —
k-1 pB PB S
P
K
Pu
3 Ta:=Tg:| — Ta = 179.801K
PB
. . N . ) K-PB
4 Bernoulli-Gl. zwischen Behalter und Austritt, wobei ag:= | ——
£B
2 2 2
B _ % a ag?_ K12 ay = 268.876 1
= + = - = ) —
k-1 k-1 2 a B 2 a a S
m
oder direkt ag =+ k-R_-T Ay = 268.876 —
a K-RL-Ta a s
Ca
Maa - - Maa == 1828
da
x+1
1 o1 5 2-(K—1) )
5. Aa = Am|n . 1 + . Maa — 1 Aa = 147 cm
M a Kk+1
. Pu kg
Oder m a-— Aa'pa'Ca pa = pa = 1937 —
RL-Ta m3
m,a 2
Aa = Aa = 147 cm

Pa-Ca

Der Massenstrom im Austritt kann auch mit Hilfe der Ausflussfunktion ermittelt werden,
wobei diesmal keine Begrenzung mehr eingeflthrt wird.
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Pu kg
Ma = Aa'W(E,Kj'xIZ'pB'PB ma=l?
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=1.2
Amin

0.9

Maj := wurzel (f(Ma) - 1.2,Ma,0.1,1) Ma; = 0.59
Map := wurzel (f(Ma) - 1.2,Ma, 1, 2) May = 1.534

Hinweis: Zur Bestimmung des Profils der Laval-Dise wurde folgendes Bild verwendet,
wobei die Mach-Zahl linear entlang der Duse ansteigen sollte. Somit liegt der mi-
nimaler Querschnitt, wo Ma =1, fast an Dusenmitte.

Ma

Die folgende 3D-Darstellung der Laval-Duse wurde mit dem CAD-Programm SolidWorks
erstellt.
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Beispiel 2 Isentrope stationare Stromung

Beweisfuhrung fur die Formel (10) durch Integration der Formel (9')

Nach Trennung der Veranderlichen Ma-Zahl links und QuerschnittArechts inder GI. 9, es
resultiert die gewohnliche Dgl.

Ma® — 1 dA

1 “dMa ==
K — 'MaZJ
2

Setzt man anstelle von Ma-Zahl unter dem Integral die Ubliche Mathe-Veranderliche "x" und
die Integrationsgrenzen ein:
a) unten im engsten Querschnitt (Anin = Ak und Ma, = 1) und
b) oben in einem beliebigen Querschnitt der Dise oder des Rohrs A (wo die Ma-Zahl
einfach Ma genommen ist),
ergibt sich

Ma

Ma-(1+

Der linke Term l&aR3t sich durch Partialbruckzerlegung fir das Integrieren entsprechend
umformen
2

X =1 -1 K+1
= — +X

X.(1+K_1.X2j X 24X k—xP
2

Damit ergibt sich fur den linken Term nach Integrieren und Einsetzen der
Integrationsgrenzen

fir den Grenzwert x = Ma fir den Grenzwertx =1

Kk+1 2 2 Kk+1
(—In(Ma))+m'ln(2+Ma 'K—Ma)—|:o+m'ln(2+l(—l)i|

Nach dem Zusammenfassen es resultiert

xK+1

il 2 _{2+(:<—1).Ma2T(K1) —in A
Ma K+ 1 (Akj

Der Term aus dem eckigen Klammer laf3t sich umformen zu dem aus der Gl. (10), d.h.

2 2
K_1~(|\/|8.2—1>: K+1+(K—1)-Ma -xk+1 _ 2+(K—1)-Ma

Kk+1 Kk+1 Kk+1

1+

und damit die Formel (10) ist bewiesen.



Beispiel 2 Isentrope stationare Stromung

Wenn die Integration zwischen zwei willkiirlichen Zustanden 1 und 2 mit den
Integrationsgrenzen Ma; und A; bzw. Ma, und A, entlang:

e einer einfachen Duse,

e einer Laval-Diuse

e oder eines einfaches Rohr mit variablen Querschnitt stattfindet,

resultiert die allgemeine Formel (11)

xK+1

,72(x-1)
Mag 2+(x-1) May A ol 1)

Ma2 | 5, (c-1).May? A1

Beispiel 2

In der Laval-Duse aus dem vorigen Beispiel (isentrope stationare Stromung von Luft als
Idealgas mit konstanten Warmekapazitaten) kennt man den Zustand 1 an der Stelle mit
dem Querschnitt A;. Gesucht sind die Zustande 2 an den Stellen mit dem Querschnitt A,.

Zustand 1 links Zustand 2 rechts Stoffwerte der Luft
(nah zum Behélter) (nah zur Umgebung)
A1 =15 cm2 A :=1.25. cm2 Ry =287 - _J

kg- K
Ma; := 0.35

k=14

p1:=2- bar
T1:=300-K

Losungsweg uber Gl. (11)

Aus der Gl. (11) Iasst sich die Ma, berechnen, wobei die Nullstelle leider nur numerisch (d.h.

keine analytische Losung ist moglich) bestimmt werden kann. Die numerische Lésung kann
entweder durch das Programmieren der Gl. im Taschenrechner und nach der Nullstelle
automatisch suchen, oder zuful’ finden, d.h. anhand einer tabellarischen Berechnung und
einer graphischen Darstellung. Hier unten wird die zweite Losungsart ausgewé&hlt und mit de
automatischen des MathCAD-Programms verglichen.

Es ist zu empfehlen, die Losbarkeit des Problems zu prifen. Diese Arbeit ist Gbrigens nicht
umsonst, da damit auch die zweite Losungsart dabei ermdglicht wird. Man stellt dafir die
beide Terme der Gl. (11) graphisch dar (s. unten die Tabelle). Der linke Term 143t sich auf
dem Taschenrechner programmieren, wobei Ma, die Veranderliche darstellt. Der rechte

Term ist eine Konstante.

x+1

. Mag ‘ A2 _
f(May) = = 0833



Beispiel 2 Isentrope stationare Stromung

Aus der graphischen Darstellung kann man erkennen, dass der Schnittpunkt der Vertikale
Ma,; und der Horizontale A,/A; nicht auf die Kurve liegt (durch Zufall kann aber auch so was

eintreten). Gesucht sind die Zahlenwerte von Ma, zu den Schnittpunkten der Kurve mit der
Horizontale A,/A;. Damit hat diese Aufgabe zwei LOsungen, eine vor und einer hinter dem
minimalen Querschnitt (d.h. zu Ma = 1) der Laval-Duse.

Zur Uberprifung wird die GI. (11) numerisch mit der Routine "Wurzel" von MathCAD gelést,
wobei die Grenzen des Losungsbereichs entsprechend ausgewahlt sind (links 0.1 bis 0.9
und rechts 1.1 bis 3). Die Auswahl der Grenzen, zwischen denen die Nullstelle gesucht wird,
sollte Gbrigens auch auf dem programmierbaren Taschenrechner treffen.

A
Maz jinks = wurzel[f(Maz) - A_2 ,Ma2,0.1,0.9J May jinks = 0.437
1
A
Ma_rechts = wurzel| f(Mag) — ™ ,May,1.1,3 Maz rechts = 1.838
1
3 Miag
1 1
; 1] 02 1] 1.667
| 2| 04 2| 0894
25 i 3| 06 3| 0.668
| 4| o8 4| 0584
| 5 1 5| 0562
; 6| 1.2 6| 058 Ao
| Ma=7T 12| fvMa=[7] o627 — =0.833
| 8| 16 8| 0.703 A1

May , Ma



Beispiel 2

Die restlichen GroRRen in den Zustanden

Isentrope stationare Stromung

2 links und 2 rechts konnen mit Hilfe der

Kontinuitat, Bernoulli, Ma-Zahl und isentropen Gleichungen bestimmt bzw. Gberprift werden.

1=K RL- Ty a; = 347.189
S
m
c1:=May-ag c1 = 121.516 —
S
pr=— p1 = 2.323 k—%
RL- Ty o
2 2 2 2
C1 ai C2 az C2
+ = + Map = —
2 k-1 2 k-1 ay
2 2 2 2 2 2 2
C1 ai May - as ar az k-1 2 C1 ai
+ = + “41+——--May |= —+
2 k-1 2 -1 k-1 2 2 k-1
c 2 a 2
1 1
damit (k=1)-| =+ —
az = 1
14572 Ma,?
. . a 2 a 2
& = E => pl = p2 => 1 = 2
K K -1 -1 k-1 k-1
P1 P2 P1P1 P2 P2 P1 P2
£
-1
. ao
damit po=p1| —
ai
Zustand 2 links
2 k-1 m
az links = a2 links = 344.889 —
-1 2 s
m
C2_links ‘= Maz_jinks - @2_links C2 links = 150.746 <
2
a -1 «
2_links g
P2 links = P1° P2_links = 2.247 —
az m



Beispiel 2 Isentrope stationare Stromung

Zustand 2 rechts

C a
(K’— 1) . % + = 1
K — m
a2 rechts = a2 rechts = 271.46 —
k-1 2 S
1+ -May_rechts
m
C2_rechts := M@2_rechts - @2 _rechts C2_rechts = 499.011 ;
2
a -1 K
2_rechts g
P2 _rechts = P1° (—J P2_rechts = 0.679 3
ar m
Uberprifen der Kontinuitat mi=m p1-A1-C1= pr-Az-Co
m m
p1-A1-C1= 42-349? P2_links - A2 C2_links = 42-349?

m
P2_rechts - A2+ C2_rechts = 42-349?
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3. Stromungsprozesse mit Reibung

3.1. Grundsatzliches zum Reibungseinfluss. Kennzahlen

Wie unter § 2.2 bzw. §2.3 gezeigt, kdnnen A
Reibungsverluste im Impulssatz bzw. &

Energiesatz berlcksichtigt werden.

F

b

Man stellt nun die grundsatzliche Frage,
wovon hangt die spezifische (d.h. auf
Masse bezogene) Reibungskraft innerhalb
einer Stromung? dn
Um sie beantworten zu kdnnen, wird ein
1D-Fluidelement (als Teil eines Stromfa-
dens) genommen, im dessen Querschnitt

(d.h. in Normalrichtung n ) ein willktrli-
ches Geschwindigkeitsprofil ¢ = f(n) vor- ¥
liegt (s. Bild).

c

Dieses Geschwindigkeitsprofil entsteht als Folge der Schubspannung t zwischen den
Fluidschichten. Somit ergibt sich

Reibungskraft dR -1 ¢ |
= = — — | Tl
Masse dm  p dn
wobei 7 hier im Betrag genommen werden muss, um das richtige Vorzeichen fir die Rei-
bungskraft zu resultieren.

Fir ein Newtonsche Fluid gilt es fur die

C dc
—, wenn —>0

Schubspannung der rechts stehende Aus- n- dn dn
druck. T= c
Setzt man nun dieses Ergebnis in die For- A anderfalls

mel der spezifischen Reibungskraft ein und
betrachtet die dynamische Viskositat als
konstant im Elementquerschnitt, so ergibt
sich

dR 1 g ( dc) n d? 42
— =——|n—|= - _ C=vVv——0~0C
dm £ dn dn

= E — 5
dn dn

Die Reibungskraft hangt also von der zweiten Ableitung der Geschwindigkeit ab. Die Ur-

sache hierfir liegt offenbar darin, dass es auf die Anderung der Schubspannung senkrecht

zur Stromungsrichtung ankommt.

Nun wird der Impulssatz geschrieben (s. §2.2.1.1, Gl. 3), wobei hier der Index z auf die
partielle Ableitung nach der Zeit hinweist.
ot coes LA C |c|
—+ . + —- = —0- —_—_—
T S - Ps = —9-Zs Dy 2

wobei die spezifische Reibungskraft in der oben gewonnen Form eingetragen wird.
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d d _1d d __ d?
—C+C—C+——p+Qg-—2Z=v-

C
dr ds pds ds dn2

Man stellt nun die auf ein Massenelement wirkenden Krafte zusammen. Es handelt sich
dabei um typische Vertreter der entsprechenden Einflisse. In der untersten Zeile sind die
einzelnen Terme durch charakteristische BezugsgrofRe flr Zeit 7, Lange L, Geschwindig-
keit c, Dichte p und Druck p des Stromfadens dargestellt. Man benutzt hier in beiden
Achsenrichtungen s und n denselben Langenmalistab L.

Tragheit Tragheit
Effekt a b Druck Schwere Reibung
Kraft d d 1 d d d2
—cC c—=cC ——p| g—z v c
Masse dr ds o ds ds dn2
c 02 v-C
charakteristische GrofRen — — L g -
T L p-L L2

Aus diesen funf typischen spezifischen Kraften lassen sich vier unabhangige dimensions-
lose Kraftverhaltnisse = Kennzahlen bilden. Diese Kennzahlen charakterisieren ein
Stromfeld und beschreiben die eingehenden physikalischen Effekte. In folgenden werden
einige wichtige Kennzahlen vorgestellt:

3.1.1. Euler- oder Newton-Zahl

Diese Kennzahl ist definiert durch

p
“Dru?kkraft _ oL __p — Eu= Ne
Tragheitskraft (b) c2 p.CZ
n
Fir ein kompressibles Fluids, noch genauer fur ein Idealgas, wird die Euler-Zahl zu
kp 11 a1 1
T T
p-C P ¢k ¢ K5 kxMa

3.1.2. Froude-Zahl

Diese Kennzahl ist definiert durch

Tragheitskraft(b) ¢ -

Schwerkraft ~ L.g

Die Froude-Zahl ist Uberall dort von Wichtigkeit, wo die Schwerkraft die Stromung we-
sentlich beeinflusst, z.B. in Gewassern mit freier Oberflache.
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3.1.3. Strouhal-Zahl

Diese Kennzahl ist definiert durch
c

Tragheitskraft(a) B L .
Tragheitskraft(b) =~ .2 rc

L

Diese Kennzahl charakterisiert instationare Stromungsvorgange wie z.B. die, die in allen
periodisch arbeitenden Kraft- und Arbeitsmaschinen auftreten. Um festzustellen, ob eine
Stromung als stationar angesehen werden kann, muss die Strouhal-Zahl ermittelt werden.
Im Falle von Str << 1, darf die Stromung als stationar betrachtet und somit die verein-
fachte Bernoulli-Gleichung angewandt werden.

3.1.4. Reynolds-Zahl

Diese Kennzahl ist definiert durch

C2
Tragheitskraft(b) L c-L Re
Reibungskraft ~— vc v
L2

Diese sehr wichtige Kennzahl fur alle Stromungsvorgange erfasst den Reibungseinfluss.
Ist Re >> 1, d.h. ist die Tragheitskraft (b) sehr viel grof3er als die Reibungskraft, so ist die
Reibung innerhalb des Stromfeldes von geringem Einfluss. Die Viskositat spielt nur in
Wandnahe aufgrund der Haftbedingung in der Grenzschicht eine Rolle.

3.2. Laminare und Turbulente Stromung

Man beobachtet in Experimenten mit Farbfaden z.B. in Rohrstromungen, dass bei gege-
benen Rohrinnendurchmessern und Fluidviskositat zwei unterschiedliche Situationen in
Abhangigkeit der Stromungsgeschwindigkeit auftreten:

e Der Farbfaden bleibt als Faden im ganzen Stromungsfeld — laminare Stromung

e Der Farbfaden schlagt in einem sichtbaren Austausch mit Verwirbelungen um, und
die Farbe verbreitet sich in ganzen Rohrquerschnitt — turbulente Stromung.

Hier sind einige Beispiele mit Animationen fur turbulente Stromungen (s. Erklarungen
unten unter §3.4.1):
e Beispiel 1 (mpg, 1.6 MB)

e Beispiel 2, Variante 1 (mpg, 0.6 MB) und Variante 2 (mpg, 3.3 MB)

e Beispiel 3 (mpg, 1.3 MB) mit der turbulenten Strdmung in einen kalten Wohnraum
mit Fenster und Heizkorper, wenn der Heizkorper plotzlich warm wird.
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FiUr eine Rohrstromung findet man immer wieder, dass die Grenze zwischen laminarer und
turbulenter Stromung bei ca. Re = 2300 liegt. Diese Grenze in Reynolds-Zahl ist unab-
hangig von Fluideingeschaften, solange es um ein (nahezu) Newtonsches Fluid handelt,
und vom Rohrdurchmesser. Wenn der Querschnitt nicht Kreisformig ist, wird dann an sei-
ner Stelle der hydraulische Durchmesser in Reynolds-Zahl-Formel eingesetzt.

Reynolds hat den Ubergang der laminaren in die turbulente Strémung untersucht und ge-
funden, dass dieser allein von der Re-Zahl abhangt. Aufgrund von Beobachtungen hat er
vermutet, dass es sich hierbei um ein Stabilitdtsproblem handelt. Die laminare Stromung
wird bei hdheren Re-Zahlen instabil gegenuber Stérungen (z.B. Vibrationen), die in Natur
und Technik immer vorhanden sind. D.h. diese kleinen Stérungen, verursachen den Um-
schlag von laminarer in turbulenter Stromung. Je heftiger diese Storungen sind, desto fru-
her (d.h. bei kleineren Re-Zahlen) findet der Umschlag statt.

3.3. Druckabfall in Kreisrohren bei laminarer und turbulenter
Durchstromung

Der Druckabfall (Druckverlust) infolge der verteilten Stromungsverluste (innere Reibung
und Reibung mit den Wanden) ist fur eine laminare Stromung gegeben durch

L pc? | 64 | c-Dy
Ap = /1|am~D— S wobei Alam = - mit ReDH =
H Dy,

| 4

Diese Berechnungsformel fur A5y, kann hergeleitet werden. Im Gegenteil sind alle wei-

ter unten vorgestellten Formeln der turbulenten Stromung nur durch Bearbeitung von
experimentellen Untersuchungen gewonnen. Jeder Forscher hat fir den Bereich, den er
untersucht hat, eine oder mehrere Formeln gefunden. Hier werden fur glatte Rohre nur
zwei vorgestellt:

0.3164
Aturb = 0% Blasius-Formel in expliziter Darstellung
Rep |
(Reoy) giltig bis ~ Rep_ < 10°
1
\//1— = 2-Ioglo(ReDH «/ /lturb) -0.8 Prandtl-Formel in inpliziter Darstellung
turb
giltig bis ~ Rep_ < 3.10°

Far den Fall der rauhen Rohre wird die Sandkornrauhigkeit k eingefuhrt. Die Variation
von A istin diesem Fall als Nikuradse-Diagramm bekannt. Der Rohrdurchmesser ist hier
als d angegeben. In einer zweiten und dritten Variante des Nikuradse-Diagramms sind
die Rauhigkeitshohe mit & und der Rohrinnendurchmesser mit D bezeichnet.

Beachtlich ist hier die Tatsache, dass die Wandrauhigkeit im Laminarbereich keinen Ein-
fluss hat. Dies ist einfach dadurch zu erklaren, dass in diesem Fall nur die Reibungskraft
zwischen den Fluidschichten wichtig ist. Die Rauhigkeit kann nur mehrere Schichten blo-
ckieren, aber letztendlich die Reibung wirkt immer nur zwischen den parallelen Fluid-
schichten.

Im Gegenteil ist die Situation im Turbulentbereich. Man muss hier zuerst feststellen, dass
jede turbulente Stromung in der Wandnahe eine laminare Grenzschicht hat. Die Dicke
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dieser Grenzschicht ist mit der Re-Zahl umgekehrt proportional. Nun, wenn die Rauhig-
keitshdhe kleiner als die Dicke der laminaren Grenzschicht ist, dann wird die turbulente
Stromung (als Kernstromung) von der Anwesenheit der Wandrauhigkeit nicht beeinflusst.
Entgegen ist der Fall bei groReren Wandrauhigkeiten, die aus der Grenzschicht in turbu-
lenten Kern der Stromung eindringen.
Der Druckabfall (Druckverlust) infolge der verteilten Stromungsverluste (innere Reibung
und Reibung mit den Wanden) ist fur eine turbulente Stromung (ahnlich wie bei lamina-
rer Stromung) gegeben durch

2

L p-c

A=A —_—
p turbDI_| 5

3.4. Widerstand und Druckverlust

Der Gesamtwiderstand (1) ist die Summe aus Reibungswiderstand (2) und Druckverlust-
widerstand (3). Was die Messungen betrifft, so ergibt sich (1) aus einer einfachen Kraft-
messung und (3) durch Integration der Druckverteilung Uber den Korper. Der in der Regel
schwerer messbare Anteil (2) stellt sich dann als Differenz der Terme (1) und (3) dar.
Fir eine Minimierung des Gesamtwiderstandes (3) gelten folgende Aussagen:
e Der Reibungswiderstand (2) ist dadurch zu minimieren, dass man nach Méglichkeit
fur eine laminare Grenzschicht sorgt.

e Der Druckverlustwiderstand (3) kann man im Falle der Umstromung eines Korpers
nur dadurch verringern, dass man die Ablosestelle moglichst weit ans Korperheck
verschiebt.

e Beide Einflisse Uberlagern sich und variieren teilweise gegenlaufig, und somit sol-
len beide gleichzeitig optimiert (d.h. den Kompromiss suchen) werden.

3.4.1. Umstromungsprobleme

Der Widerstand eines Kdrpers in eine Stromung ist gegeben durch

2
-C
Fw = pT-AcW

wobei cy, der Widerstandsbeiwert oder der c-Wert und A eine charakteristische Bezugs-

flache bedeuten. Der dimensionslose c-Wert hangt von allen Kennzahlen des Problems
wie Re, Ma usw. ab.

Hierunter werden zwei Beispiele von solchen Stromungen vorgestellt:

e |Im Beispiel 1 (mpg, 1.6 MB) wird mit Hilfe einer Animation die Umstromung eines
Zylinders in einem Windkanal untersucht, wobei der Zylinder geringfugig asymmet-
risch im Kanal angeordert ist. Dadurch entsteht eine turbulente Strémung mit relativ
intensiven Verwirbelungen hinter dem Zylinder. Die Farbe zeigt die Druckverteilung
an, wobei rot fur hohe und blau fur tiefe Druckwerte stehen.

e |Im Beispiel 2 wird die Umstrdmung eines Sattelschleppers bei Leerfahrt in einem
Windkanal in zwei Varianten animiert. Die Farbe zeigt auch hier die Druckverteilung
an, wobei wie oben rot fur hohe und blau fur tiefe Druckwerte stehen.
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o Im Beispiel 2, Variante 1 (mpg, 0.6 MB) ist nur die Druckverteilung mit der
turbulenten Stromung und Verwirbelungen hinter Fahrzeug vorgestellt.

o0 Im Beispiel 2, Variante 2 (mpg, 3.3 MB) sind auch die Teilchen wahrend der
Umstromung dargestellt.

3.4.2. Durchstromungsprobleme

Hier geht es vornehmlich um die Bestimmung des Druckverlustes

2
p-C
Apy = T'é’v

wobei ¢, bezeichnet hier den Verlustkoeffizienten und hangt wie c,, von den dimensi-
onslosen Kenngrof3en des Problems ab.

Beispiele

e Fur den Fall der plotzlichen Erweiterung eines Rohres, also fur den so genannten
Borda-Carnot-Stossverlust kann der Druckverlustkoeffizient ¢ im Falle einer turbulen-
ten Stromung auch analytisch bestimmt werden (aber dies ist nur ein Einzelfall)

75 i s

é A

Ao 2 A1
= —-1
¢12 AL
7777,
e Fur die plotzliche Verengung gilt es
Ao 2 A
or1=a|+— -1 1
Aq ﬁLl Az
06 -0 -
mit a=:10; flr A =03 T
15 A >06
e FuUr den Fall einer Blende im Rohr gilt es
A1 2
{=| -1
i A LA A
: A2 : I
mit w =0.63+0.37- —
A1
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Im Falle eines geraden Rohrs ohne weitere Hindernisse qilt es
L
SN R —
Cv=ip

Andere Experimentellwerte fur verschiedene Rohrkonfigurationen und Hindernisse kann
man aus der Literatur (wie z.B. ,Strdmung und Druckverlust®, Wagner, W., Vogel-Verlag)
entnehmen.

Als ein Beispiel ist die stationare 3D Stromung durch den Einlasskanal eines Dieselmotors
(1-Zylinder-Diesel-Forschungsmotors der Firma AVL) vorgestellt. Theoretische Hinter-
grunde und graphische Darstellungen fur instationare, kompressible, quasi-1D Stromung
durch das Ansaugrohr dieses Motors findet man unter (pdf, 2.72 MB). Nur Simulationser-
gebnisse findet man als Unterlage zur Ladungswechselberechnung.

Beispiel

Man bestimme die Einteilung des stationar eintretenden Massenstroms, d.h. das Durch-

m 3
flussverhaltnis m’3 1 = ——, in der Rohrverzweigung sowie den Druck pq beim Eintritt
- m

im Rohr 1, wenn die Geschwindigkeit an dieser Stelle ¢q := 10-m-s 1 betragt. Das stro-

mende Fluid ist Wasser mit der Dichte p:= 1000~kg~m_3. Stromabwarts kommunizieren
die Rohre 2 und 3 mit der Umgebung, wobei pg:= 1-bar. Folgende Abmessungen sind
gegeben:

d1:=0.1'‘m d> :=0.08-m d3:=0.06-m
L1:=1-m Ly:=1.5m L3:=0.75-m
z1:=0-m z2:=0-m z3:=—-L3
Die Druckverlustkoeffizienten sollen aus der folgenden Tabelle entnommen werden:
1 T 2 Abzweigwinkel 513 := 90°
Durchflufver Zeta fur Abzweig {13 Zeta fur Durchgang {12
halltnls ds do
ma3 Durchmessenerhaltnis —— Durchmessenerhaltnis ——
- di dy
m’y
1,0 0,8 0,6 1,0 0,8 0,6
0,2 0,79 0,84 1,00 0,00 0,00 0,00
0,4 0,74 0,88 1,31 0,02 0,02 0,02
0,6 0,81 1,05 1,89 0,08 0,08 0,08
0,8 1,00 1,37 2,72 0,19 0,19 0,19
1,0 1,30 1,82 3,81 0,35 0,35 0,35
Hinweise:

o Die obigen ¢-Werte beziehen sich auf Eingangsrohr 1 und A := 0.03.

o Beim Austritt zur Umgebung gelten (5q:=1, {30:= 1 auf Rohrzustand bezo-
gen.

Empfohlener Losungsweg:
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e Ein Durchflussverhaltnis wird zuerst gewahlt (z.B. m’3 1 = 0.2 ).
e (12,13 werden aus der Tabelle (ev. durch lineare Interpolation) ermittelt.

e cCp,c3 und p; werden aus Bernoulli-Gleichung 1-2 und 1-3 und aus Kontinuitatsglei-

chung berechnet. Von den zwei Losungen der resultierenden 2. Ordnungsgleichung
muss nur die passende gewahlt werden! Man beachte hier, dass c¢o < comax Wobei

C2 = C2max, Wenn m’3 1 =0.
e Ein neues Durchflussverhaltnis m’3 1, wird ermittelt.

m'3 1n—-m'3 1

m’3 1n

e Wenn

> 1.5-% , werden m’3 1 = m’3 15 und die Schritte 2 bis 5

wiederholt.

Losung

I. Vorbereitung der Gleichungen

Bernoulli-Gleichung auf 1-2

c12 C22 C1 L1 Cc2 L2
PL+p—+pQZL=Po+ P + PG 22+ pr A=+ 812 |+p—| A7+ ¢20

2 dq 2 do
gesamt verfigbare = gesamt verfligbare  sp. Energieverlust sp. Energieverlust
sp. Energie beim sp. Energie beim entlang des Rohrs 1 entlang und im
Eintritt in Rohr 1 Austritt aus Rohr 2 und im T-Stlck Austritt des Rohrs 2

Bernoulli-Gleichung auf 1-3

2 2 2
C1 c3 C1 L1 c3 L3
PL+p— +pQZ1=P0+p—5 +pQZ3+p— | A —+q13|+p—| A+ {30

2 2 2 di 2 d3
gesamt verfigbare = gesamt verfligbare  sp. Energieverlust sp. Energieverlust
sp. Energie beim sp. Energie beim entlang des Rohrs 1 entlang und im
Eintritt in Rohr 1 Austritt aus Rohr 3 und im T-Stlck Austritt des Rohrs 3

Kontinuitatsgleichung

d12-C1—d22~C2

mi1=mo2+m’3 d12-C1 = d22-02 + d32-03 Cc3 = 5
d3
In Bernoulli-Gleichungen werden die Terme zusammengefasst
2-(p1-Po | L1 | L2
¥+012~ 1-| 42—+ C12 ||+ 2.0:(z1 - 22) = c2°| 1+ 4— + 20 (1-2)
o i dq i d2
2-(p1-Po | L1 | L3
¥+012~ 1-| 12—+ 13 ||+ 2:9(z1 - 23) = c3°| 1+ 24— + (30 (1-3)
0 i di i d3
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p1 wird nun zwischen den Gleichungen (1-3) und (1-2) eliminiert

2 2 L3 2 L2
Ci1 (412—§13)+2g(22—23)203 . 1+ﬂ,d—3+é’30 -Cc2 - 1+ﬂd—2+4’20

c3 wird aus der Kontinuitatsgleichung eingesetzt und nach c» zusammengefasst. Es re-
sultiert eine 2. Ordnungsgleichung in c»

b1~022+b2~02+b3:0
mit den Koeffizienten

o do L3 Lo
1=—|1+A-—+d30|-1-4-——-<20
da” d3 dz

o d2 L3
by =-2-d1 -Cl-—4- 1+/1-d—+§30
d3 3

4 C1 L3 2
bz =d; -—4-(1+/1-d—3+§30j—01 -(412—4”13)—2-9-(22—23)
d3

Il. Anwendung des Losungsweges

1. Schritt
, 2
. m'3 d3 -c3
m'3 1:=0.3 wobei m3ji=——-= >
mi di -cq
2. Schritt
do d3
— =0.8 — =0.6
di dp
m3 1-0.2
=0 — (0.02-0 =0.01
¢12:=0+ ————— ) {12
m3 1-0.2
=1 — -(1.31-1 = 1.155
c13:=1+ — 7o ) €13
3. Schritt
d24 L3 L2
b1:=—1+A-—+{30|-1-4-— - <20 by = 4.944
d 4 d3 do
3
bp:=-2.d;"c1-— | 1+ 1-— + {30 by = -234.568 —
d34 d3 S
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4 C1 L3 2 m2
bg = dy"— | 1+ 24—+ {50 | 1™ ({12~ {18) ~2.9:(22-23) b3 =1932.352—
d3 3 S
Die Nullstellen sind:
2 2
—b2+\/b2 —4-by-b3 m d1 m
Co = c)=36837— > ¢1:|—| =156—
2-bq S do S

die als unplausibel (viel
zu grof3) verworfen wird

b —\/bz2 —4-bq1-b3

Co = c2 = 10.611 m
2= 2-bq 2= S
2 2
di-cp—d2 -c2 m
C3:= > c3 =38.914 —
d3 S
Den Druck p1 braucht man noch nicht zu berechnen.
4. Schritt
, d3” c3 ,
m3 1n:= > m'3 1p=0.321
di ¢
5. Schritt

m'3 1n—-m'3 1

m’3 1n

=6.515% also > 1,5 % und eine weitere Iteration wird benétigt!

1. Schritt, 2. Iteration
m'3 1:=m’3 1n

2. Schritt, 2. lteration

m'3 1-0.2

{12:=0+ WK0.0Z -0) {12 = 0.012
m'3 1-0.2

{13 := 1+m~(1.31—1) {13 =1.187

3. Schritt, 2. Iteration

2

4 C1 L3 2 m
b3 :=dj — 1+ l.d_g + 30| -c1 .(4”12 - §13) - 2-g-(22 - 23) bz = 1935.383—2
ds S

Die Nullstellen sind:
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by + \/bzz _4.by b3

Cco:

2:-by
'y —Jbzz —4-bq-b3
Co =
2 2-bq
d1°-c1 - dp” ¢
c3:=
d32

4. Schritt, 2. Iteration

2
d3 -c3

m'3 1n:=
di ¢

5. Schritt, 2. lteration

m'3 1n—-m'3 1

- = 0.469 %
M 3 1n

Der Eingangsdruck wird berechnet

022 C1
PL:=|Po+p——+pQZ2tp—
2 2
C2
_|_ «—_—
Py

04.12.2011

2
L2 C1
(i-d— + (20} - (/)-— + p~9-21J
2

2 L
A-—
a1 +¢12

TTS
2
m di m
co = 36.814 — > cl-[—] =15.6 —
S do S
die als unplausibel (viel
zu grol3) verworfen wird
m
c> = 10.634 —
s
c3 =8.872 m
3=28. S
m’3 1pn = 0.319

also < 1,5 % und keine weitere Iteration wird bendtigt!

p1 = 2.105bar

2

2
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3.5. Ahnlichkeitsbetrachtungen

Im Falle, dass Rulckschllisse Uber das Stromungsverhalten eines Fluids gemacht werden
soll, wobei Messergebnisse nur fur andere Fluide (Ublich Wasser und Luft) bekannt sind,
werden Ahnlichkeitsbetrachtungen eingesetzt.

Als Beispiel kann eine Luftstromung, die sehr schwer zu Visualisieren ist, durch eine Was-
serstromung simuliert, wo das Visualisieren kein Problem darstellt. Um die Wasser- die
Luftstromung zu simulieren, sollen die in diesen Fall wichtigen Kennzahlen identische
Werte in beiden Strdomungen haben.

Beispiel

FUr die Untersuchung der Stromungsprozesse bei der Lufteinstrdbmung in den Zylinder
eines 4-Takt-Motors werden im Stationarbetrieb Visualisierungen mit Wasser (als Test-
fluid) bei pyy := 1-bar, ty := 30-°C statt Luft durchgefihrt.

Stationar bedeutet hier, dass der Kolben und die offenen Ventile in festen Positio-
nen bleiben. Das durch die Ventile im Zylinder eindringende Wasser wird vom Zy-
linder durch seitlich im unteren Teil der Zylinderwand durchgefuhrte Bohrungen ab-
gefuhrt. Die Stromung des Wassers kann somit als stationar betrachtet werden.

a) Man prife, ob die Luftstromung mit c| := 80-m-s 1, pL:=1-bar und t :=25-°C in
PO~ P
£0

diesen Fall als inkompressibel betrachtet werden darf, d.h. ob < 5.% ist, wobei

hier pg die Luftdichte im Kessel- oder Stauzustand ist.

b) Welches Stromungsgeschwindigkeitsverhaltnis zwischen Wasser und Luft soll aus
Ahnlichkeitsgrinden (d.h. die Stromungsart soll in beiden Fallen erhalten bleiben) ge-
nommen werden?

Gegebene Zahlenwerte:

J
RL := 287.02-—— To:= 273.15-K =14
L kg K 0 K

04.12.2011 82



Prof. Dr.-Ing. Victor Gheorghiu TTS

Losung
1
a) (1 i Mazj - PL 116979
po=p| 1+ : pL = pL=1.169—
2 R|_-i'[|_+T0) m3
PL m
a= |x— a=346.129 1
oL s
cL
Ma = — Ma = 0.231
a
1
=1
1
o ) (1+K2 ~Ma2j -1 o
_Pp A 2622.%
o
el

1
k-1 2 w1
1+ -Ma
2

d.h. die Luftstromung darf in diesem Fall als inkompressibel betrachtet werden!

c.-L cw-L CL VL
b) ReL = Rewy = — = —
VL W Cw vw
2 2
-eM -6 M VL
wy = 0.551-10 " — v :=15.58-10 ~-— — = 28.276
S S YW
CL
d.h. — = 28.276
Cw
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